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Kapitel 1

Das Taylor—Polynom

1.1 Theorie

Sei I C R ein offenes Intervall in R.

Sei x¢ in I.

Sei f: I — R eine p mal stetig differenzierbare Funktion.
Schreibweise:

fecrl).

(Dies bedeutet, dass f differenzierbar ist und folglich die Ableitung f’ existiert, dass zusitzlich f’ erneut
differenzierbar ist und folglich die zweite Ableitung f” existiert, usw. bis zuletzt f(?), die p-te Ableitung von f
existiert und diese stetig ist.)

Dann ist das TAYLOR—Polynom von f von der Ordnung p um z( das folgende Polynom T),(z) oder in voller
Notation mit Beriicksichtigung aller Parameter T}, ¢ ., (2):

Tp(x) = Ty jm0 (%)

= Flao) + T/ @)@ = a0) + o) = 20)? + -+ 20 /P @)@ = o)

= > LMo —a0)t

0<k<p

Proposition 1 /st f : I — R (nicht nur eine p mal sondern sogar) eine (p + 1) Male stetig differenzierbare
Funktion,

fecrtin)
Dann ist T,, eine Approximation p-ter Ordnung von f um x in dem Sinne, dass gelten:

1

(p+1)! FEREO @ — o)™

f(x) = Ty(x) +

fiir ein geeignetes & zwischen xy und x. Insbesondere:

1

(p ¥ 1)' ‘f(p+1)(£)| |l - x0|p+1
1

[f (@) = Tp(z)| =

< max  |fPFDE)] o — o

(p + 1)' . & zwischen xg,x

Aus diesem Grund wird oft auch die Schreibweise verwendet:

f(x) = Ty(z) + O@"*T) .



Proposition 2 Fiir zwei Funktionen f,g: I — R, f,g € CP(I) gilt:

Ty, f+4(z) + O(mp-H) =Tp,p(z) + Tpg(z) + O(xp—H)
Tp,p—g(x) + O(a?*) = T p(x) = Tpg() + O(aP*)
T, fq(x) + O(prrl) =Ty, 1 (2)Tp4(x) + O(prrl)
Proposition 3 Seien I,.J zwei offene Intervalle aus R.

Seien f: 1 — J und g : J — R zwei Funktionen der Klasse CP.
Seien xo € I und yo := f(x¢). Im Bild:

gof
s m "
%o ! vo = flo) Z 9(y0) = 9(f(0))

Seien T}, y =T f,x, und Ty g =T}, 4, die zugehdrigen TAYLOR—Polynome fiir f und g um xo bzw. yq.
Dann gilt fiir das TAYLOR—Polynom von der Ordnung p fiir die Verkettung g o f um xq:

T gof.wo (@) = Tp.g.yo © Ip, a0 (T) + O(2Pt1) .

1.2 Aufgaben

Aufgabe 4
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: 7 =(-1,1) = R,

LOsuNG: Wir beweisen durch vollstandige Induktion die folgende Aussage A(n), n € N:
A(n) = [ Es gilt f(") (r) =n!(1— x)fnfl ] '

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr: Die “nullte” Ableitung von f ist die Funktion f selbst, also

gilt: O () = f(x) = 1/(1 — ) = 01(1 — ) O,
Induktionsschritt: Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n) eine wahre Aussage ist. Dann gilt:

PO @) = [ fP@) ) = (a1 -2) ) =nl (- - 1)1 - 2) "2 (1 2
= (n+ D1 —z)"mHH=1,

So ist die Aussage A(n + 1) auch wahr.
Durch das Prinzip der vollstandigen Induktion ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr. Es gilt insbesondere:

™) =nl(1-0)""t=n!.
Das gesuchte TAYLOR—Polynom ist also:

Tp(x) = Z %f(k)(O)(xfO)k: Z P =144+ 4P .

0<k<p 0<k<p

Ein maple-Beispiel dazu:

> taylor( 1/(1-x) , x=0 , 11 );
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 +x+x +%x +x +x +%x +x +x +x +x + O(X )



Aufgabe 5
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =(-1,1) - R,

LOsSUNG: Die Funktion f entsteht als Verkniipfung der Funktionen 2 — —x und y — 1/(1 — y). Aus diesem
Grund ist:

1 P p+1
T :1+x:1_(_x):1+(fx)+(fx)2+-~+(—m) + O(xPth)

=1—a+a°— -+ (=1)Pz’ +O(aPt) .

Tp(x)

Es gilt also:

Ty(z)=1—2+2%— - 4 (=1)PzP .

Ein maple—Beispiel dazu:

> taylor( 1/(1+x) , x=0 , 11 );
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1-x+%x - X +X - X +X -X +%xX -XxX +Xx + 0(x )

Aufgabe 6
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I = (—1/a,00) — R,

Dabei ist a > 0 eine reelle Zahl.

LOSUNG: Die Funktion f entsteht als Verkniipfung der Funktionen x — —ax und y — 1/(1 — y). Aus diesem
Grund ist:

1 1
= = =14 (- —ax)? 4+ -+ (—ax)? + O(zgPH?
f(z) ltar 11— (—az) + (—az) + (—az)* + - - + (—ax)? + O(aP™)
=1—azx+ a2:L'2 et (,1)1701171,17 +O(xp+1) )
Tp()
Es gilt also:
T,(z) =1 —ax +a®x® — - + (—1)PaPaP .

Ein maple—Beispiel dazu:

> taylor( 1/(1+axx) , x=0 , 7 );
2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7
1-ax+a x -a x +a x -a x +a x +0x)




Aufgabe 7
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

1
z) = — I.
flx) T2 S

Die Funktion f entsteht als Verkniipfung der Funktionen z — —x2 und y — 1/(1 — y). Aus diesem Grund ist:

1 1 2 22 2 +1
f@)=170m= ) =1+ (—2%) + (=2®)? + -+ + (—2®)? + O (2P 1)
=1—a?+at -+ (=1)P2? 4+ O(zPt) = Z (=1)kz? 4 O(2PT)
0<k<p
= 3 (DR 40ty =1 + ot 4 ()2 o)
ngg[%] Tp(x)
Tp(w)
Es gilt also:
Tp(x) =1—a® +a* — - + (—1)[E]22[5]
[
Ein maple—Beispiel dazu:
> taylor( 1/(1+x"2) , x=0 , 21 );
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
1-x +x -x +x -x +x -x +x -x +x +0x)

Aufgabe 8
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 11 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

f(z) ;= arctanz , xel.

Hinweis: Die Ableitung von arctan wurde in der letzten Aufgabe behandelt.

LosuNa: Die Ableitung von F' ist die Funktion

1
1) —
Das TAYLOR—-Polynom von der Ordnung
p—1=10

fiir diese Ableitung wurde in der letzten Aufgabe berechnet:

Ty prwo—o() =1 —2? +2* — 2%+ 2% — 210,
Dann ist das TAYLOR—Polynom von f diejenige polinomiale Funktion, welche
> eine Stammfunktion von T, / » —o(x) ist und
> an der Stelle g = 0 mit f bereinstimmt.
Aus arctan = 0 folgt dann:
Ly, 1y 1o, 1o 1 4

Ty fa0=0(x) = — 51;3 + 3:13 — ?x + §x - ﬁz

Der maple—Code:



> taylor( arctan(x) , x=0 , 11 );
3 5 7 9 11
x-1/3x +1/6x -1/7Tx +1/9x + 0(x )

Aufgabe 9
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 20 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

1
—-— I.
f@)=1rg=  *€

LOSUNG: Setzt man y = —4x? (oder (un)genauer y = 2% + O(2?!)) in die Entwicklung

1
—— =1+y+y>++ 0+ 0"

L—y
ein, so folgt daraus:
o 1
1+422 11— (—42?2)
=14 (—42?) + (—42?)? + -+ (=420 + (=42®) + -+ (—42?)20 + O(2?h)
=1+ (—42%) + (—42?)? + -+ + (—42*)'" + O(2?")

=1 —4a® +4%2% — 4325 + ... 410220 L O(2?) .

Ta0(x)

Der maple—Code:

> taylor( 1/(1+4xx"2) , x=0 , 21 );
2 4 6 8 10 12 14 16
1-4x +16x -64x + 266 x - 1024 x + 4096 x - 16384 x + 65536 x

18 20 22
- 262144 x + 1048576 x + 0(x )

Aufgabe 10

Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 10 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

zel.

@)= 1

LosuNaG: Es gilt:

T 1

f@) = 1+ 42 - 1+ 422
=(z+0(") ) (1-42%+ 162" — 642° + 2562° — 10242 + O(z'") )
=2 — 423 + 162° — 642" + 2562° — 10242 + O(z'h)

=z — 423 + 162° — 6427 + 2562° + O(z!h) .

Der maple—Code:

> taylor( x/(1+4xx"2) , x=0 , 11 );
3 5 7 9 11
x-4x +16x -64x + 266x + 0(x )



Aufgabe 11
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 6 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)

Funktion f: I =R — R,

f(z) := 4sin®(cos(z) — 1) — tan’(z) , xel.

LOSUNG: Wir berechnen zuerst:

T
1
+50
+0(z")
_1 2 1 4 1 11 6 7

(Eigentlich spielt der Term in 2% bald keine Rolle mehr, da wir quadrieren:)

-2 Lo 14 5\
sin“(cosz — 1) = | =a* — —z* + O(2°)

2! 4!

1 1 1 4 7

1 4 1 6 7
=75 ~ 5% +0(z") .



Andererseits gilt:

1
sinx =x — 5:(;3 +0(2%) ,
1 1

cosz  1— (%xQ + (’)(x4))

=1+ (;:ﬁ) + <21!x2)2 +O(2)

1
=1+ §x2 +0(2Y)

sinx . 1
tanx = =sinx -
Ccos T Ccos &

_ <x ~ 2+ o(:f))) <1 Faatt O(w‘*))

was man schneller erhalten kann.

1 4
tan z = (x + gx?’ + O(x5)>

|
RS
S
N
&
S
+
RS
=
N~
w
N
W =
&
w
"
+
RS
—
N~
&
(V]
7N
W =
&
w
"
v}
+
+
S
3]
\,
S—

4
=a* + §x6 +0(z7)

1 1 4
4sin®(cosz — 1) —tantz =4 ( ~2* — =2+ 0@") ) — (2* + -2° + O@2")
4 24 3
= —glﬁ +0(2") .

Der maple—Code:

> taylor( 4*(sin(cos(x)-1))"2-tan(x)"4 , x=0 , 7 );
6 8
-3/2x +0(x)

Man kann natiirlich auch die Zwischenschritte durch maple entsprechend iiberpriifen.

Aufgabe 12
Berechnen Sie das Taylor—-Polynom der Ordnung 5 um zy = 1 fiir die polynomiale Funktion f : [ =
R — R,
f(x):=2° —32* +42® + 522 —2 -1, zel

e mit der Definition,

e mit dem Horner-Schema,

e mit maple,

e mit der Substitution x =1+ (z — 1) = 1+ h, wobei h := (z — 1) ist.

LOsuNG:
Berechnung des Taylor—Polynoms mit der Definition. Die maple—Unterstiitzung ist zwecks Vereinfachung
der Tipparbeit unabdingbar:



f := x"5-3%x"4+4*x"3+b5*x"2-x-1 ;
ableitung[0] := f;
for n from 1 to 5 do
ableitung[n] := diff( £ , x$n ):
od:
for n from 0 to 5 do
print( n, ableitung[n] , subs(x=1, ableitung[n]) );
od:

Es entstehen als Ergebnisse:

1, 5x -12x +12x +10x -1, 14

3 2
2, 20x -36x + 24 x + 10, 18

2
3, 60 x - 72x + 24, 12

4, 120 x - 72, 48
5, 120, 120

Durch Komma getrennt sind dabei in jeder Zeile:
n laufend von 0 bis 5, die n-te Ableitung von f, und der Wert dieser n-ten Ableitung von f an der Stelle 0.
Das TAYLOR—Polynom von f ist also:

1 1
—18z% + =

1 1
o 3 1223 4+ Z483;4 + =1202° .

1

Berechnung des Taylor—Polynoms mit dem Horner—Schema:

-1 -1
6 [5]

4
2
1
1

)
7
8
[9]

AN
o o L bl
[2]

I T =S

Hr—\H»—l»—lr—l»—t

Wir lesen das TAYLOR—-Polynom ab:

[5]+[14]@ - 1) +[9])@ - 1) +[2]@ - 1)* +[2]@ - 1)* + [1]@ - 1)° .

Berechnung des Taylor—Polynoms mit maple:

> f = x75-3%x"4+4*%x"3+bxx"2-x-1 ;
5 4 3 2
f:=x -3x +4x +5x -x-1

> taylor( £ , x=1 , 6 );
2 3 4 5
5+14 (x-1)+9 x-1) +2 x-1) +2 -1 + -1



Berechnung des Taylor-Polynoms mit der Substitution x =1+ (z —1)=1+h
flx)=a® —32* + 423 + 522 —x — 1
=(1+h)°-31+h)*+41+h)*+51+h)?—(1+h)—1
= (1+ 5h + 10h? 4 10h® 4 5h* + R°)
— 3(1 +4h + 6h? + 4h* + h*)
+4(1 + 3h + 3h% + h?)
+5(1 + 2h + h?)
—(1+h)
-
=(1-3+4+5-1-1)
+(b5-3-444-345-2—-1)h
+(10—-3-6+4-3+5-1)h?
+(10-3-4+4-1)h*
+(5-3-1)h*
+ n°
=5+ 14h + 9h* + 2h° 4+ 20" + h° .
Alternativ kann man mit maple nach gleicher ldee vorgehen:

> f = x75-3%x74+4*x"3+5%xx72-x-1 ;
5 4 3 2
f:=x -3x +4x +5x -x-1

> T := subs( x=1+h , f );
5 4 3 2
T:=(0+h) -3@Q+h) +4@+h) +5 (1 +h) -2-h

> expand(T);
2 3 4 5
5+14 h+9h +2h +2h +h
|
Aufgabe 13
Berechnen Sie das Taylor—-Polynom der Ordnung 4 um zy = —2 fiir die polynomiale Funktion f : I =
R — R,

fz) =25, rxel

mit der Definition,

mit dem Horner—Schema,

mit maple,

mit der Substitution z = -2 + (z — (—2)) = —2 + h, wobei h := (z — (—2)) = (x + 2) ist.

Berechnung des Taylor—Polynoms mit der Definition. Die Ableitungen von f und die entsprechenden Werte
in —2 sind:

flz) =2, f(=2) =(-2)°=-32,
f'(x) = 52", f(-2) = 5(-2)* =80,
f(x) =4-52°, f(-2) =4.5(-2)% = ~160 ,
f"(x)=3-4-52%, "(-2) =3-4-5(—2)% =240,
fV(x)=2-3-4-5z, V(-2 =2-3-4-5(-2) =240 .



Das TAYLOR—Polynom von f von der Ordnung 4 ist also:
1

1 1 )
=32+ 802 + o (=160)a” +

1
24023 + 52403:4 .

Berechnung des Taylor—Polynoms mit dem Horner—-Schema:

1 0O 0 0 0 0
-2(1 -2 4 -8 16 |-32]
2|1 -4 12 -32
—2/1 -6 24

201 -8

2|1 [-10

Wir lesen das TAYLOR—Polynom ab:

[—32]+[80](z +2) +[80](z +2)? +[40 (= + 2)® +[-10](z + 2)* .

Berechnung des Taylor—Polynoms mit maple:

> f := x5 ;

> taylor( £ , x=-2 , 5 );
2 3 4 5
-32+80 (x+2) -8 (x+2) +40 (x+2) -10 (x+2) +0(x+2))

Berechnung des Taylor—Polynoms mit der Substitution x = —2 + h
f(z) = (=2+h)
= ((5)) (—2)° + (?) (—2)*h + (;) (—2)°h?% + @) (—2)%n° + (Z) (—2)h* + O(R®)
= (=2)5 +5(=2)*h +10(—2)3h? + 10(—=2)2h> + 5(=2)h* + O(R®) ...
Alternativ kann man mit maple nach gleicher ldee vorgehen:

>f :=x75 ;

> T := subs( x=-2+h , f );
T := (-2 + h)
> expand(T);

2 3 4 5
-32+80 h-80h +40h -10h +h

Aufgabe 14
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 8 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

f(z) :=sin(1 — cos(z)) , xel.

10



LOSUNG:

f(z) =sin(1 — cos(x))

. 1 1 1
= sin <§x2 - E# + axG - gxg + (’)(:1:9)>
(1, 14 1 g 15 9
—(ax—ax +ax—§x + O(z”)
1 /1 5 14 6 °
1 5
+g(o(éﬂz))
+ 0(2°)
(1 14 15 1
(W TR T
1(/3\1 3\ 1 AN ’
2\3 212 4 9
+ O(z?)

Il
|
8
I

1, 1, (1 1/3\1)\ g T 1/3)1 1Y\ 4 0
ST +<&_§(0>ﬁ)m +<_§+§<1)ﬁﬂ>w +0E)
1, 1, 7 209

_t o L o4 16 8 9
=37 ~ 1% “ 360" T aos0® TOW)-
|
> taylor(sin(1l-cos(x)) , x=0 , 9 );
2 4 6 209 8 9
1/2 x -1/24 x - 7/360 x + -—-———- x + 0(x)
40320

Aufgabe 15

Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 4 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

f(z) := zexp(—2?) , xel.

LOsuNG:
f(2) = v exp(—a?)
. (1 + %(—gﬂ) + %(-ﬁf + 0(;(;5))
=z -2+ %xs +0(z°)
=x—2°+0(z°) .
Das TAYLOR—Polynom der Ordnung 4 ist also:

T(x)=a— 3.

11



> taylor( x*exp(-x"2) , x=0 , 5 );
3 5
x-x +0(&x)

Aufgabe 16
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 3 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)

T
Funktion f: T — (——,—) R,
unktion f 5 5)
1 —tanz
= = I.
f(@) 1+tanz ’ ve

LOsuna:

sin x 1

tan(z) = =sinz -
cosx cosx
1, . 1
T + O(z%)

=1-2y+2y° -2+ O(y*) .
setzt man nun fiir y die TAYLOR-Entwicklung fiir tan = ein, so bekommt man:

_ 1—tanz
" 1l+tanz

1 1,)\° 1.\’
:1—2(x+§ 3)—!—2(3:—&—3373) —Q(x—i—ga:?’) + O(z*)

:1—2(m+—x3

f@):

+ 227 — 22 4+ O(a?)

W =

o0 —~

:1—2x+2x2—§x3+(9(aﬁ4).

> taylor( (1-tan(x))/(1+tan(x)) , x=0 , 4 );
2 3 4
1-2x+2x -8/3x +0(x)

Aufgabe 17
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 10 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

1
= 1.
f(z) 142 —222"° ve

LOSUNG: Zuerst wird die Partialbruchzerlegung fiir f(x) durchgefiihrt:

12



> f = 1/(1+x-2%x"2) ;

> convert( f , parfrac , x );

Wir verwenden direkt diese Ergebnisse:

_ 1
T 14— 222

1 1 1
142 31—

(1 -2z +42° — 82% + -+ +10242™°)

f@):

Wl Wl N

1
+§(1+x+x2+x3+-~-+m10)+(’)(x10)

(2+D)+(—4+1Dz+ B+1)2® + (16 + 1) + -+ + (2048 + 1)2'% ) + O(z'%) = ...

Wl

> taylor( f , x=0 , 11 );
2 3 4 5 6 7 8 9 10
1-x+3x -5x +11x -21x +43x -8 x + 171 x - 341 x + 683 x

11
+ 0(x )

Aufgabe 18

Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 5 um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

f(a) !

P — I.
3—Tr+4x3 Te

LOSUNG: Zuerst wird die Partialbruchzerlegung fiir f(z) durchgefiihrt:

> f 1= 1/(3-T*x+4*x"3) ;

1
f i =
3
3-7x+4x
> convert( f , parfrac , x );
1 1

1/56 ————- + 1/10 —————-- - 1/2 ——————-
x -1 2x + 3 2x -1

13



Wir verwenden direkt diese Ergebnisse:

1

3 —Tx + 423
1 1 +1 1 1 +1 1
51—z 10 3 1422 2 1-2

f(z) =

——% (1—|—:1:+:c2—|—x3—|—x4—|—x5)

L2, e 8 s 16, 32
30 37797 277 81T 243

1
+ 3 (1 -2z + 42 — 82° + 162" — 322°) + O(2°) .
|
> taylor( £ , x=0 , 6 );
49 2 307 3 1897 4 11515 5 6
1/3 +7/9 x+-—-%x +-—-—-3%x + -————3x + ————- x + 0(x)
27 81 243 729

Aufgabe 19
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: T = (—-1,00) — R,

LOSUNG: Es gilt f(z) = (1+ )72
Wir beweisen durch vollstandige Induktion die folgende Aussage A(n), n € N:

An) = | Es gilt £ (z) = (n+ 1)!/(=1)"(1 + z)~("+2) ].
Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr: Die “nullte” Ableitung von f ist die Funktion f selbst, also
gilt: fO(z) = f(z) =1+ )2 =1(=1)°(1 + z)~(0+2),

Induktionsschritt: Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n) eine wahre Aussage ist. Dann gilt:
Fr @)y =M @) ) = [+ D=1 A +2)" "2 )
= (n+ DI=1)" - (=(n+2))(1 + o)
= (n+2)}(=1)" (1 +2)" "

So ist die Aussage A(n + 1) auch wahr.
Durch das Prinzip der vollstandigen Induktion ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr. Es gilt insbesondere:

FM0) = (n+D)(=D)"1+0)"""2 = (n+1)(=1)" .

Das gesuchte TAYLOR—-Polynom ist also:

T, = 3 PO -0
0<k<p
= S Skt
0<k<p
= > (D k+D)
0<k<p

Ein maple—Beispiel dazu:

14



> taylor( 1/(1+x)°2 , x=0 , 9 );
2 3 4 5 6 7 8 9
1-2x+3x -4x +5x -6x +7x -8x +9x +0&x)

Aufgabe 20
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung p um z, = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

1

f(x)::m, zel.

LOSUNG: Es gilt f(z) = (1 +2)73.
Wir beweisen durch vollstéandige Induktion die folgende Aussage A(n), n € N:

(n+2)!
2!

A(m) = [ Esgilt f"(x) = (—)"(1+2)~ .

Induktionsanfang: Die Aussage A(0) ist wahr: Die “nullte” Ableitung von f ist die Funktion f selbst, also
git: fO(z) = f(z) = (1+2)7% = Z(-1)°(1 4+ 2)~O+3).
Induktionsschritt: Sei n € N. Wir nehmen an, dass A(n) eine wahre Aussage ist. Dann gilt:

(n+2)!
2!

U @) = [ fM (@) ) =] (—D)"(1+a)" T3]

= 2Ry (g (1 4 )
7’L+3 ' n+1 —(n
_ ! o ) (=)™ 4 2) ()

So ist die Aussage A(n + 1) auch wahr.
Durch das Prinzip der vollstandigen Induktion ist die Aussage A(n) fiir alle n € N wahr. Es gilt insbesondere:

(n+2)!
2!

(n+2)!
2!

FO(0) = SR (1 (14 0)7 0 = TR )

Das gesuchte TAYLOR—Polynom ist also:

T = Y LM -0

0<k<p
1 (k+2)! &
- > g
! !
0<k<pk 2
0<k<p 2

Ein maple—Beispiel dazu:

> taylor( 1/(1+x)°3 , x=0 , 9 );
2 3 4 5 6 7 8 9
1-3x+6x -10x +15x -21x +28x -36x +45x + 0(x)

Aufgabe 21
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 10 um z; = 0 fiir die (unendlich oft differenzierbare)
Funktion f: I =R — R,

1

15



LOSUNG: In der letzten Aufgabe haben wir gezeigt, dass gilt:

1
Tyl 6y — 1043 + 15y* — 214° + O(y°) .

Wir setzen nun fiir y den Wert y = 322 ein und bekommen:

1
f(z) :m

=1-3(32%) +6(32%)* — 10(32%)® + 15(32%)* — 21(322)° + O(2'")
=1—92% + 54z* — 27025 + 12152® — 51032'° + O(z') .

> taylor( 1/(1+3*x72)"3 , x=0 , 11 );
2 4 6 8 10 12
1 -9x +564x -270x + 1215 x -5103 x + 0(x )
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Kapitel 2

Der Satz von I’Hospital

2.1 Theorie

Proposition 22 (I’'Hospital — der Fall g) Sei I ein offenes Intervall in R. Sei a € I' ein (endlicher oder

unendlicher) Beriihrungspunkt von I. Dies bedeutet fiir a € R (a endlich), dass I fiir ein geeignetes € > 0 ein
Unterintervall von der Form

(a —€,a) oder(a, a + €) oder(a — €,a + ¢€)

beinhaltet. Fiir ein unendliches a = oo bedeutet dies, dass I ein Intervall von der Form (?,00) oder (—o0, 77)
ist.
Seien

frg:I\{a} =R

zwei Funktionen. Wir nehmen an, dass folgende vier Bedingungen erfiillt sind:
o Es existieren die Grenzwerte lim f(z) = lim g(z) = 0.
xzel el
o Die Funktionen f, g sind auf I\ {a} differenzierbar.

e Die Funktion g nimmt auf I\ {a} den Wert Null nicht an.

I
o Es existiert der (endliche oder unendliche) Grenzwert [ := lim f/(w) € [~o0,+o0] =R.
Ter 9'(@)
Dann existiert der (endliche oder unendliche) Grenzwert lim % € [—o0, +00] und es gilt:
zel

. fl@) L (@)
lim £ = 1 =
’;1—31 g(z) =2 g (x)

+
Proposition 23 (I’'Hospital — der Fall iﬁ) Sei I ein offenes Intervall in R. Sei a € I' ein (endlicher oder
00

unendlicher) Beriihrungspunkt von I.
Seien

frg:1\{a} =R

zwei Funktionen. Wir nehmen an, dass folgende vier Bedingungen erfiillt sind:
o Es existiert der Grenzwert %13% lg(x)| = 0.

zel
o Die Funktionen f, g sind auf I\ {a} differenzierbar.

o Die Funktion g nimmt auf I\ {a} den Wert Null nicht an.

/
o Es existiert der (endliche oder unendliche) Grenzwert | := %im () € [~o0, +00] = R. Dann existiert

vt g'(@)

17



f(z)

der (endliche oder unendliche) Grenzwert lim @) € [—o0, +00] und es gilt:
xel
/
L))

Let9l@) it (@)
2.2 Anwendungen des Satzes von I’Hospital in den unbestimm-
ten Fillen oo — oo, 0o -0, 1%, 0V, oo’
2.2.1 Der Fall co —

0
Der Fall oo — oo reduziert sich oft auf den Fall 0 durch die Gleichheit:

1 1
f—g9= g 1 ! .
f9
Dabei sind f eeignete Funktionen mit lim f(z) = lim g(x) = oco.) Falls etwa lim M =1 gilt, dann ist
( ;g geeig in im g in g
el el ref 9(@)
die Umformung
fog=—1"
f

leichter handzuhaben.

2.2.2 Der Fall c0-0

Der Fall 0o - 0 reduziert sich auf den Fall g oder % durch die Gleichheit:

f g
fg= T oder fg= T
g f
(Dabei sind f, g geeignete Funktionen mit lim f(z) = oo, und lim g(z) = 0.)
el el

2.2.3 Die Fille 1%, 00, o
Durch die Gleichheit:

9= (exp(n f))? = (") = e

und die Stetigkeit der Exponential-Funktion kann man diese Fille auf bereits behandelte Fille reduzieren.

2.3 Aufgaben

Aufgabe 24
Berechnen Sie lim (x —2%In m)

xr— 00 x

18



LOSUNG: Es handelt sich um den Fall co — oo. Seien f, g die Funktionen f, g : (2002, c0) — R,

r+a
s

flz) ==, g(x) = 2*In
Dann gilt
lim f(z) = lim f(z)= lim f(z)= o0 .

r—00 r—00 r—00

In der Aufgabe handelt sich eventuell um den “konsistenten Fall’ oo — oo, da der Grenzwert existiert:

lim @ = lim o:lnera
. In (1 + 9) ) .
= lim ———%~ und weiter mit L’HOSPITAL
T—00 %
-1
1 + a (=2
=a.

(Der konsistente Fall kommt also nur im Falle a = 1 vor.)

>f :=x ;

> g := x"2+¥1n(1+a/x) ;
g :=x 1In(1l + a/x)

> limit( g/f , x=infinity );

a
Wir berechnen des weiteren standardmassig:
-8
lim ( f(z) —g(z) ) = lim ——— .
r—00 €r—00 —_
f(=)
Der Zshler konvergiert gegen 1 — a, der Nenner (mit positiven Werten) gegen Null. Aus diesem Grund ist der
_ g(=)
Grenzwert gleich 400 im Falle ¢ < 1 und —oco im Falle @ > 1. Im Falle a = 1 handelt es sich in lim #
r—00 m

um den Fall 8. Wir wenden dann den Satz von L’HOSPITAL nach geeigneter Umformung an und bekommen:

hm(f@)_m@):1mlGpﬂﬁmf%i):lmlﬁ[i—m<1+éﬂ

r—00 Tr— 00 Tr— 00

= lim

r—00

1 -lm(1+1)
1
z2

Der Satz von L’HOSPITAL, Fall %, kann angewandt werden:

-1
L [Eemed)] A aey)(h)
S Y 2
R T e R
= Jim o1 = Jim 20z +1)
. 1 1 1
= lim = -



Wir erhalten also:

n 400 a<l1
lim <x—m21nu> =11/2 a=1
T— 00 X
—00 a>1
[ |
>f :=x; g :=x"2xIn(1+a/x) ;
f :=x
2

g :=x 1n(1 + a/x)

> limit( f-g , x=infinity );
-signum(-1 + a) infinity

## und speziell im Falle a=1:

>f :=x; g :=x"2xIn(1+1/x) ; limit( f-g , x=infinity );
f :=x

2
g :=x 1n(1 + 1/%)

1/2

2. Lésung Wir betrachten nur den Fall ¢ = 1. Durch die Substitution = 1/h, h = 1/2 und der verwendung
der TAYLOR—-Entwicklung:

hz K hP
m(l+h)=h— — 4+ — 4+ ...+ L O(prtL
n(1+h) s tgt O
haben wir sofort:
1 1 1
i - 2 - = 1 i —
xh_)rgo [a: z°1n (1+I)] i%li% I ln(l—f—h)}
1 1 h2
=i S N 3
L o)
. [1 11
=t |5 (G5 rom)]
1 1
= lim — = .
hQ%2'+CXh) 5
[ |
Aufgabe 25
Berechnen Sie lim (iz — %)
x—0 €T tan‘ x

mittels der Taylor—Polynome,
mittels des Satzes von I’Hospital.

Losuna:
Losung durch Verwendung der Taylor—Polynome: Wir haben bereits die Entwicklung mehrmals festgestellt:

1
tanx = x 4+ §x3 +0O(z*) .
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Es fogt dann:

111 1 1 1
22 tan’z a2 (z + %x?’—i—(’)(x‘l))z T2 2 (1—1—%3:2—&—(’)(333))2
1[1 1 ]1.(1+§x2+0(x3))2—1
a? (1+1i2 40| 2° (141224 00%)°
1 (1+32°40@%) -1 1 32®+0(?)
x2 14+ 0O(x) z2 14+ 0(2)
2+0(x 2
= %O((:U)) =3 +0O(z) .

Der gesuchte Grenzwert ist also
. 1 1 2
m|——-—»]=z.
z—0\ 722 tan’x 3

> 1limit( x~(-2) - tan(x)~(-2) , x=0 );
2/3

Losung durch den Satz von I’Hospital:
In dieser Losung berechnen wir fiir

1 1 _ tan? x — 22

z2  tan®zx 22 tan? x

die ersten Ableitungen der Zihler— bzw. Nenner—Funktionen f bzw. g, bis der Wert einer/beider Ableitungen
in 0 nicht mehr verschwindet. Es gilt in diesem Sinne:

f := tan(x)"2 - x72 ;
g = x"2 * tan(x)"2 ;
for n from 1 to 4 do
print( diff(f,x$n) , diff(g,x$n) );
print( simplify[trig] (subs( x=0 , diff(f,x$n) ) ),
simplify[trig] (subs( x=0 , diff(g,x$n) ) )

);
od:

2 2 2 2
2 tan(x) (1 + tan(x) ) - 2 x, 2 x tan(x) + 2 x tan(x) (1 + tan(x) )

0, O

22 2 2 2
2 (1 + tan(x) ) + 4 tan(x) (1 + tan(x) ) - 2, 2 tan(x)

2 2 2 2
+ 8 x tan(x) (1 + tan(x) ) + 2 x (1 + tan(x) )

2 2 2
+4 x tan(x) (1 + tan(x) )

0, 0

2 2 3 2 2
16 (1 + tan(x) ) tan(x) + 8 tan(x) (1 + tan(x) ), 12 tan(x) (1 + tan(x) )

2 2 2 2
+ 12 x (1 + tan(x) ) + 24 x tan(x) (1 + tan(x) )
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2 2 2 2 3 2
+ 16 x (1 + tan(x) ) tan(x) + 8 x tan(x) (1 + tan(x) )

0, 0

2 2 2 23 4 2
88 (1 + tan(x) ) tan(x) + 16 (1 + tan(x) ) + 16 tan(x) (1 + tan(x) ),

2 2 2 2 2 2
24 (1 + tan(x) ) + 48 tan(x) (1 + tan(x) ) + 128 x (1 + tan(x) ) tan(x)

3 2 2 2 2 2
+ 64 x tan(x) (1 + tan(x) ) + 88 x (1 + tan(x) ) tan(x)

2 23 2 4 2
+ 16 x (1 + tan(x) ) + 16 x tan(x) (1 + tan(x) )

16, 24
Die wiederholte Anwendung des Satzes von L'HOSPITAL ist dann (“mdglich”):

. Lx) BERT M T f/(CC) _ 3 f//(x) . f///((E)
qlﬂli% 9(x) a ;11)% g() 315—’0 g (z) alc—>0 g (z }cl_,o g" ()

fI () fIV0) 16

= lim

w=0 gV (z) — gIMI(0) 24

Wl —

Aufgabe 26
no_
Berechnen Sie lim roosm
z—0 xnt2
mittels der Taylor—Polynome,

mittels des Satzes von I’Hospital.

LOsunaG:
Losung durch Verwendung der Taylor—Polynome: Diese Losung ist erneut die einfachere Lésung:

" —sin" o= (z— g2t + O(m4))n
Jiy e~ Iy o2

oox" [1 - (1— g%+ O(a:3))n}
- ili,% x?;i+2
T (1= Fa22+0(2*)"
o x—0 IQ

1— ny _ (my. 1,2 3
= l«lil}) ((©) (1)332 52? + 0(2%))
() det O
x—0 562

Es gilt zum Beispiel:

>n :=7 ; limit( ( x"n -sin(x)"n )/x"(+2) , x=0 );
n:=7

7/6
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Lésung durch den Satz von I’Hospital (und Umformung):
Wir bemerken zuerst die Relation:

sin x . (sinz)’ . cosx

lim = lim = lim =1.
x—0 X x—0 Qj‘/ x—0 1

Daraus folgt:

. n _ (sinz\"™ . n
" —sin" x . * {1 (z)] ) —(%)
lim ————— = lim = lim
x—0 (En+2 x—0 .’I,‘n+2 x—0 ;UQ

Der Satz von L’HOSPITAL, Fall %, kann nun angewandt werden. (Der Z3hler konvergiert gegen 1-1" = 1—-1 =
0.)

[1-ee)]

= lim
x—0 [ xz ]/
sinz\"~! zcosz—sinz
() s
= lim
r—0 2x
. n—1 .

. S T . SINT — T COST
=n-lim lim —m—————
z—0 €T x—0 2x3

| —
=1n—-1=1
n lim sinxz — xcosx
T 245 3

Der Satz von I’HOSPITAL, Fall %, kann nun angewandt werden.

n . [sinx—xcosx] n . coszx+axsinz—cosr n sinz  n sin x
= — lim - = — lim = — lim = — lim
2 z—0 [23 ) 2 2—0 32 2 z—0 3z 6z—0 x
n
=5
[ |
Aufgabe 27
b
Seien a,b > 0. Berechnen Sie hm a4 —_—
1—z¢ 1—2zb
LOsuNa:
Falls a = b gilt, dann ist der gesuchte Grenzwert gleich Null.
Wir nehmen aus diesem Grund a # b an.
Nach Umformung und Anwendung des Satzes von L’HOSPITAL erhalten wir:
_ by _ pa
lim a b — lim a(l —z°) — b(1l — z%)
z—1\1—xz¢ 1-—zb z—1 (1 —z2)(1 — xb)
— = — 7@ a—1 _ bfl
o Lel=) —b—an ) ab(a )
z=1 [(1—z2)(1—ab) ] -1 —azo~1 — bxd=1 + (a + b)zotb-1
% — b
=ab i
— O Tare —bat + + (a + b)zoth
(Der letzte Schritt ist nur psychologisch von Bedeutung ... )
(l,a _ fﬂb)/(L'b afb -1

=abli bli
| (—ax® — bzt + (a + b)zatd) /zb O T e b—b+ (a+b)z®
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und nach Anwendung des Satzes von L’'HOSPITAL, Fall %, erhalten wir:
) (a —b)z*—b-1 a—1b a—b
=abl =ab =ab——=a—-b.
e —a(a —b)z®=v=1 + a(a + b)zo-! “ —a(a —b) + ala + b) “Ooa T
> a:=2002; b:=2001;
a := 2002
b := 2001
> 1limit( a/(1-x"a) - b/(1-x"b) , x=0 );
1
Aufgabe 28
Berechnen Sie liné 1 — cos(z) - cos(22x) <+ cos(n)
r— €T
LosuNaG:
Es gilt:
1 — cos(z) - cos(2x) - - - - - cos(nx)
22
1T 2 2 2 2
()0 )]
22 | 2 2 2
[ x? (22)? (nz)? 3
10 2?2 (22)? (nx)? 3
—ﬁ_l—<l—7—? ————— 5 + O(z?)
1 [ 22 (22)2 (nx)? 3
_F_7+ 5 + -+ 5 —i—O(x)
1
=3 [124+2°+--+n° |+ 0(2)
11
=3 én(n +1)2n+1)+O(x) .
Es folgt sofort:
. 1 —cos(x)-cos(2x)----- cos(nz) 1
ilg%) 2 = En(n +1)(2n+1).
|
Aufgabe 29
lx™ — si . si oSl
Berechnen Sie lim "% sin(z) - sin(2x) sin(nzx)
z—0 .’I:n+2

LOSUNG:

24



Es gilt:

_ xn_1+2 { nlz" — (a: - %3') (22) — (2;23!) ((m) —2(”?3!) 4 (9(3:”*3]
() (1Y o]

2 3! 3! 3!
1 22 (27)? (nx)? 3
= —n [3,+ e e 4 0
|
= %[12+22+~~+n2}+(9(x)
n! 1
=% én(n +1)2n+1)+0(x) .
Es folgt sofort:
.1 —cos(x)-cos(2x)----- cos(nz)  n!
1 = — 1)(2 1).
lim " 36n(n—|— )(2n+1)
Es gilt zum Beispiel:
f := ( 5!'*%x"5 - sin(x)*sin(2#*x)*sin(3*x)*sin(4*x)*sin(5%x) )/x°7 ;
limit( £ , x=0 );
result := 5!/36 * 5*x6%11;
5
120 x - sin(x) sin(2 x) sin(3 x) sin(4 x) sin(5 x)
£ o= - -
7
x
> limit( £ , x=0 );
1100
result := 1100
Aufgabe 30
Berechnen Sie lim z [e — (:c + 2) ]
LOSUNG:
f:=xx( exp(l) - (1+1/(x+1))"x ) ;
limit(f , x=infinity );
> f = xx(  exp(1) - (1+1/(x+1))"x ) ;
/ / 1 \x\
f :=x lexp(1) - |1 + ————- |l
\ \ x+ 1/ /
> limit(f , x=infinity );
3/2 exp(1)
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Aufgabe 31
1/2 _ 1/5
Berechnen Sie lim (z+8) (z + 242) -
w1 (2 +3)1/2 — (x + 31)1/5

LOsuNG:
Diese ist eine typische Aufgabe, welche ducrh die einfache Anwendung des Satzes von I’HOSPITAL schnell zum
Ergebnis fiihrt: Seien:

f(@) = (z+8)"2 — (x +242)/°  g(x) = (z+3)? — (z +31)/5 .
Dann gilt f(1) = g(1) = 0 und:

1 1 1 1
@)= 3@ +8)7 P - g2 @) =) )

Die Werte der zwei Ableitungen an der Stelle ! sind:

11 1 1
"MH==.=-=.
P =53 53

11 1 1
"MNH==.2-=. —
g =553 %

’ ’ L1 1 1
tim £ _ g £ S _ 5575 5 56

[
o= ( (x+8)7(1/2)-(x+242)"(1/5) )/( (x+3)"(1/2)-(x+31)"(1/5) ) ;
simplify( limit(f , x=1 ) );
> f = ( (x+8)7(1/2)-(x+242)"(1/5) )/( (x+3)"(1/2)-(x+31)"(1/5) ) ;
1/2 1/5
(x + 8) - (x + 242)
f =
1/2 1/5
(x + 3) - (x + 31)
> simplify( limit(f , x=1 ) );
56
81
[
Aufgabe 32 .
Berechnen Sie lim (2 — tan“ x)l/(sine—cos )
T—7
LOSUNG:
f := (2-tan(x)"a)"(1/(sin(x)-cos(x) )) ;

limit( £ , x=Pi/4 ) ;
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> f := (2-tan(x)"a)"(1/(sin(x)-cos(x) )) ;

\sin(x) - cos(x)/
a
f := (2 - tan(x) )

> limit( £ , x=Pi/4 ) ;

1/2
exp(-a 2 )
Aufgabe 33
... 23cosz —sin®(sinx) — af
Berechnen Sie hr% 7

LOSUNG:

taylor( x"3*cos(x) , x=0 , 8 );

taylor( sin(sin(x))"3 , x=0 , 8 );

taylor( x"3*cos(x)-sin(sin(x))"3-x"5/2 , x=0 , 8 );
limit( (x~3%cos(x)-sin(sin(x))"3-x"5/2) / (x°7) , x=0 );

> taylor( x"3*cos(x) , x=0 , 8 );
3 5 7 9
x -1/2x + 1/24 x + 0(x)

> taylor( sin(sin(x))"3 , x=0 , 8 );
3 5 19 7 9
x -x +-—-x +0&x)
30

> taylor( x"3*cos(x)-sin(sin(x))"3-x"5/2 , x=0 , 8 );
71 7 9
- -———x + 0(x)
120

> 1limit( (x"3*cos(x)-sin(sin(x))~3-x"5/2) / (x°7) , x=0 );
=71

120
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Kapitel 3

Untersuchung der lokalen Extrema
mit Hilfe der Ableitungen

3.1 Theorie

Proposition 34 Sei I ein offenes Intervall in R.

Sei f : I — R eine Funktion der Klasse C*(I), p > 2.

Sei xg € I eine Stelle.

Falls x eine strikte lokale Extremstelle fiir das TAYLOR—Polynom T, (x) ist,
dann ist xg auch eine strikte lokale Extremstelle fiir f.

Falls z eine strikte lokale Wendestelle fiir das TAYLOR—Polynom T,(x) ist,
dann ist xo auch eine strikte lokale Wendestelle fiir f.

Insbesondere:

Falls f'(xo) = 0 und f"(xo) # 0 ist, dann hat das TAYLOR—Polynom

Ty(2) = f(z0) + 531" (20) & — 20)?

ein striktes lokales Extremum an der Stelle x, also auch die Funktion f.
Insbesondere allgemeiner:
Falls f'(x0) = f"(z0) = --- = f®P~YD(xg) = 0 und f®)(20) # 0 ist, dann hat das TAYLOR—Polynom

1
Tp(x) = f(w0) + Ef(p) (wo)(x — w0)?
ein striktes lokales Extremum an der Stelle x fiir gerades p und eine strikte lokale Wendestelle fiir ungerades

D.
Entsprechendes gilt also auch fiir die Funktion f.

3.2 Aufgaben

Aufgabe 35
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

flz):=x exp(—x2/2)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

LOsuna: Die ersten Ableitungen von f sind:

f'(x) = —(a® = 1) exp(—2?/2) ,
f"(z) = (2% — 3z) exp(—2?/2) .

28



e Die einzige Nullstelle von f ist a = 0.

e Die einzigen Nullstellen von f’ sind by = —1 und by = 1.

e Die einzigen Nullstellen von £ sind ¢; = —v/3, ¢ = a = 0 und ¢35 = /3. Die Tabelle zur Funktion f
ist:
Aufgabe 36

Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

4 1 1/2
fa) = (;11)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 37
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

f(z):=x+sinz

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 38
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

f(@) = (z+ 1) exp(—a?)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 39
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

f@):

95 2
= Ty g2 o)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 40

Untersuchen Sie die Funktion f: 1 — R,
_ (z=3)(x+2)
J@ = G +7?

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.
Dabei ist I das maximale Definitionsbereich von f in R.

Aufgabe 41
Untersuchen Sie die Funktion f : R — R,

f@):=2(x+1)(x+5)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.
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Aufgabe 42
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

f(@) = 2@ + 1)(z +5)(z + 6)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 43
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,

e w0,
1 z=0

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 44

Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,
2
f(x) := arcsin H—xe

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 45
Untersuchen Sie die Funktion f : R — R,

f@)=In(z+vVz2+1)

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 46
Untersuchen Sie die Funktion f: (—1,1) — R,

fx) =

T
V1-—2z?

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 47
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,
T
T) = ——
fla) = 2

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.

Aufgabe 48
Untersuchen Sie die Funktion f: R — R,
2
X
T) = ——
o=

auf Asymptoten, Monotonie und lokale und globale Extrema.
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Kapitel 4

Integrale

4.1 Theorie

Proposition 49 Sei [ ein Intervall in R. Sei f : I — R eine stetige Funktion.
Dann existiert eine differenzierbare Funktion F' : I — R mit der Eigenschaft:

F=f.

Definition 50 Eine Funktion F' wird Stammfunktion oder unbestimmtes Integral von f genannt und mit

/f(x) dz

bezeichnet, falls F' differenzierbar ist und die Relation gilt:
F'=f.

Proposition 51 Sei I ein Intervall in R. Sei f : I — R eine stetige Funktion. Seien Fy,Fy : I — R zwei
Stammfunktionen von f. Dann ist die Differenz—Funktion

- F
eine konstante Funktion.

Observation 52 Falls I eine Vereinigung von mehreren disjunkten Intervallen ist, dann unterscheiden sich zwei
Stammfunktionen einer stetigen Funktion f auf I (nicht unbedingt durch eine konstante Funktion aber) durch
eine Funktion, welche auf jedem Teilintervall von I konstant ist.

Proposition 53 Sei I = [a,b] ein Intervall in R. Sei f : I — R eine stetige Funktion. Sei F' : I — R eine
Stammfunktion von f.
Dann héangt die Differenz

F(b) — Fla)

nicht von der Wahl der Stammfunktion F' ab. Diese Differenz wird mit

/abf(x) dz

Proposition 54 (Partielle Integration) Sei I ein Intervall in R. Seien f,g : I — R stetig differenzierbare
Funktionen auf I. Dann gilt:

bezeichnet.

/ F(@)g(z) dz = (fg)(x) - / f(@)g () de
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Proposition 55 (Partielle Integration) Sei I = [a,b] ein Intervall in R. Seien f,g : I — R stetig differen-
zierbare Funktionen auf I. Dann gilt:

b b
/ f'(@)g(x) dz = [ fg]" - / (@) () da .

Dabei steht | fg " fiir die Differenz (f9)(b) — (fg)(a).

4.2 Standard—Integrale

Die folgenden Funktionen f haben auf dem maximalen Definitionsbereich D die Stammfunktion F'. Man kann
dies durch den einfacheren Prozess der Ableitung leicht nachpriifen.

L] F |zeD ‘ |
al gttt +C € (0,00) a € R\ {—1} beliebig
x" g+ C r€Roderx € R\ {0} | n € Z\ {—1} beliebig
x ! Injz|+C z € R\ {0}

sin x —cosx +C zeR

cos T sinx +C reR

expx expx +C zeR

m%ﬂ arctanx + C zeR

ﬁ %arctan%—l—c reR a#0

11_w2 arcsinx + C zeR

a;ﬂﬁ arcsin £ +C r€eR a>0
s | nl@+Vatxa®)+C [z eR a>0

4.3 Standard-Integrationstechniken

Es gibt eine unendliche Liste £ von Funktionen, welche ausgehend von den Standard—Funktionen (polynomiale
Funktionen, sin, cos, exp, ... ) durch wiederholte Bildung von Summen, Differenzen, Produkten, Verkettungen,

Umkehrfunktionen entstehen. Man kann leicht beweisen, dass die Ableitung einer Funktion asu dieser Liste £
auch in L liegt.

Diese Liste ist jedoch nicht abgeschlossen bzgl. der Integralbildung.

Die Stammfunktion der Funktion 2 — exp(—x?2), welche offensichlich zur Liste £ gehért, ist nicht in £, und
die einfachste Bezeichnung fiir eine Stammfunktion ist:

xr
T — / exp(—t?) dt +C .
—0o0
Aus diesem Grund ist es wichtig zu wissen, welche Typen von Funktionen integriert werden kdnnen.

4.3.1 Rationale Funktionen

Seien f,g : I — R zwei polynomiale Funktionen, welche auf dem Intervall I definiert sind, so dass g keine
Nullstellen in I zuldsst. Dann ist die Quotientenfunktion R : I — R,

R(z) := %

wohldefiniert. Jede Funktion von diesem Typ wird rational Funktion genannt.
Fiir die Zwecke der Untersuchung der Stammfunktion von R kdénnen wir zuerst annehmen, dass der Grad von

f streng kleiner als der Grad von g ist. (Sonst kann man sich durch die Division mit Rest fiir Polynome und
polynomiale Funktionen auf diesen Fall reduzieren.)

Die Integration einer rationalen Funktion wird in den folgenden Schritten erzielt:
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e Man findet alle reellen und komplexen Nullstellen von g. Dieser Schritt ist bereits nicht algorithmisch: Es gibt
keine allgemeine Formel fiir die Nullstellen der Polynome mit Grad gréBer oder gleich fiinf.

Spezielle Polynome mit ganzen Koeffizienten kdnnen nach rationalen Nullstellen untersucht werden. Die ratio-
nalen Nullstellen eines Polynoms mit ganzen Koeffizienten sind immer von der Form:

Teiler des freien Koeffizienten

Teiler des Haupt—Koeffizienten

Die Suche nach solche Nullstellen kann algorithmisch gestaltet werden.

Seien ay,...,a; die verschiedenen reellen Nullstellen von g, welche mit gewissen Vielfachheiten (Multipli-
zititen) vy, ..., v, vorkommen, so dass gilt:
9(X) = (X —a)” - ... - (X —ap)”™ - q(X),

so dass ¢(X) nur komplexe Nullstellen zul3sst. Diese Nullstellen kommen dann in komplex konjugierten Paaren
( — wenn iiberhaupt — ) von der Form 5 +iv, 8 —iv, 3,7 € R, vor. Die Vielfachheiten p von 8+~ und 8 —i~y
stimmen iiberein.

Das Produkt (X — (8 +iv))(X — (8 — 7)) ist dann das reelle Polynom

X?-28X+ (B +79%) = X?+bX +c

fiir geeignete reelle Zahlen b, ¢ € R.
Man hat also eine Produkt—Darstellung fiir g

g X)=(X —a)” ... (X —ap)” - (XPH+X+e) (X2 X o)

welche in reellen Polynomen nicht mehr weiter faktorisiert (zerlegt) werden kann.
o [Partialbruchzerlegung] Man kann dann die rationale Funktion R(X) als lineare Kombination der “elemen-
taren” rationalen Funktionen schreiben:

1 1 1

(X — a1)1 i (X — CL1)2 ’ (X —a1)”1 ’
1 1 1

(X —ap)t 7 (X —ag)? (X —ag)»’

1 X o 1 X '
(X240 X +e)t (X240 X +e)t 7 (X240 X o) T (X240 X )]
1 X o 1 X
(X2+0 X +c)t 7 (X240 X +e)t 7 7T (X240 X )T (X240 X o)

Die Integration der rationalen Funktion R(X) reduziert sich auf die Integration der rationalen Funktionen in
der obigen Liste.
e Das Integral obigen Funktionen, welche vom Typ

1

- (X —a)T
(X _ a)n ( a’)
sind ist leicht: Eine Stammfunktion ist z.B.

1
1—n

(X —a)'™" firn#1 oder In|X —al firn=1.
e Durch eine eventuelle geeignete Substitution (quadratische Erweiterung in (X2 + bX + c¢)) reduziert sich des
weiteren das Integral jeder der restlichen rationalen Funktionen auf das Integral eine Funktion von der Form:

L e X
(X2—|—CL2)" (X2+a2)n :
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Das zweite Integral lisst sich sofort mit einer Substitution y = 22 berechnen:

x 1 d(z?) 1 dy 1 1 N1
—_— d = — = — = — . n C =
/ (22 + a?)™ x 2(@24+a®)r 2(y+a®)™ 2 1—n(y+a ) +

Das erste Integral ist schwieriger zu berechnen. Wir fiihren die Notation ein:

dx
I, = | ——— .
n / (1’2 + a2)n

Das Integral I; ist ein Standard—Integral, dass arctan ins Spiel bringt.

Fir n > 2 hat man eine Rekursionsformel, welche durch partielle Integration hergeleitet wird.

Um die Verbindung zwischen I,, und I, herzustellen, “verkomplizieren” wir durch partielle Integration die
Formel von I,,:

; ._/ dzx _/ , 1 e — 1 / 1 ’d
noT (x2+a2)n - z (I2+a2)n T=T (x2+a2)n z (x2+a2)n z

_L—/x (—n)Q—x dw-L—&-Qn/de
- (x2 +a2)n (172 +a2)n+1 - (x2 +a2)n ($2 +a2)n+1

x (2 + a?) — a? x 9
= @2+ a)n + 2n/ @ 1 a2 doe = @) +2n(l, —a“Int1) -

Wir erhalten also die rekursive Verbindung:

X

2 —
@’ Iny = (20 = Dl + oo -

4.3.2 Funktionen der Form R(expz)
Sei R eine rationale Funktion. Dann reduziert die Substitution
t:=¢e"

die Berechnung der Stammfunktion fiir R(e®) auf die Berechnung der Stammfunktion der rationalen Funktion
R(t)/t : Es gilt formal:

/R(ex)dx:/@exdx:/@d(ef):/@dt...

4.3.3 Funktionen der Form R(sinz,cosz)
Sei R eine rationale Funktion von zwei Variablen. Dann reduziert die Substitution

x
t:=tan —
2

die Berechnung der Stammfunktion fiir R(sinx, cosz) auf die Berechnung der Stammfunktion einer anderen
rationalen Funktion : Es gilt formal:

. 2t
sinx = T e
11—
COST = H—tQ 5
r = 2arctant ,
2
dx = H—tQ dt s

_ 2t 1—1¢2 2
/R(smx,cosx) dm:/R<1+t2’1+t2> 1+ dt .

Oft ist es moglich und dann einfacher, eine der Substitutionen v = sinx, u = cosx oder ¢t = tanz durch-
zufiihren.
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4.3.4 Funktionen der Form R ( z, (&)™ .. (2xb)™)

cx+d cx+d
. ar +b\ " ax +b\ ™" o : .
Fir Integrale vom Typ [ R| =z, sy dx mit einer rationalen Funktion R (Quo-
crx+d crx+d
tient von Polynomen in mehreren Variablen), a,b,c,d € R, ¢1,...,q, € Q, n € N ist die Substitution
b

axid = t* empfehlenswert, wobei k der gemeinsamer Nenner (kgV der Nenner) der Briiche ¢1, ..., g, ist.
cx

4.3.5 Funktionen vom Typ R (x, Vax? + br + c) und die eulerschen Substitu-
tionen

Fiir Integrale vom Typ R (x, Vaxr? + bx + c) mit einer rationalen Funktion R, a,b,c € R, a # 0, ist eine der
EULERschen Substitutionen empfehlenswert:

e Fiir a > 0 setzt man vaz? + bz +c=t+ x/a.
e Fira <0, ¢ > 0 setzt man \/ax2+bx+c:ta::|:\/5.

e Seien x1, 5 die Nullstellen der Funktion z — az? + bx + ¢. Man setzt v/a(z — z1)(z — 22) = Vaa? + bx +c =
t(x —x1).

4.3.6 Binomische Integrale
Fiir Integrale vom Typ /xm (ax™ + b)? dx mit m,n,p € Q ist eine der folgenden Substitutionen empfehlens-
wert:

e Fiir p € Z setzt man x = t?, wobei ¢ der gemeinsamer Nenner der Briiche m,n ist.

e Fiirp & Z, aber mT“ € 7 setzt man ax™ 4+ b = t°, wobei s der Nenner der rationalen Zahl p ist.

ar™ +b

e Fiir "i—jl ¢ 7, aber ™ 1 p € 7 substituiert man

- =a-+ bz~ " = t*°, wobei s der Nenner der

rationalen Zahl p ist.

4.4 Aufgaben

4.4.1 Integrale rationaler Funktionen

Aufgabe 56

d d
Berechnen Sie /13—: und /x?’—j—l

LOsUNG: (Der Grad im Zahler des Bruches 1/(x® — 1) ist streng kleiner als der Grad im Nenner. Aus diesem
Grund ist keine Division mit Rest des Z3hlers durch den Nenner mehr notwendig.)

Die Faktorisierung des Nenners ist:

(=) =(r—-1)(@@*+2+1).

Die Partialbruchzerlegung: Wir suchen eine Zerlegung von der Form:

1 1 A Bz +C

3 —1(x—1) (2?2 +x+1) x—1+x2+x+1'
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(Die Theorie sichert die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Darstellung! Aus diesem Grund reicht es aus,
auszumultiplizieren und spezielle Werte einzmusetzten:) Es folgt:

1=A@@* +2+ 1)+ (Bz+C)(z - 1), also
1=34, wenn wir fiir x den Wert 1 einsetzen,
1=A-C, wenn wir fiir z den Wert 0 einsetzen,
1=A4+2B-2C, wenn wir fiir x den Wert —1 einsetzen.
) 1 2 1 ... .
Es folgt nun leicht A = 3’ C= —3 B = -3 Wir haben die Darstellung:
1 1 1 1 T+ 2

B—1(x—-D@24+z+1) 3|lz—1 a2+az+1

> f :=1/(x"3-1) ;

> convert( f, parfrac , x );

Die Integration von 1/(z — 1) ist unproblematisch. Aus diesem Grund betrachten wir nur den zweiten Summan-
den, welcher noch in Position gebracht werden muss. Die Idee ist, den Zahler als ein Vielfaches der Ableitung
des Nenners zu schreiben plus einem konstanten Rest. Diese Zerlegung ist: (z+2) = (2> + 2 +1)'+ 3. Nun
kdnnen wir schlieBlich integrieren:

/ dx /1 1 T +2 d
=/ = — i
3 —1 3lz—1 2242+1
1 1 1 1 (22 1) 1 1
:,/ d%/*wd%,p i
+

+
11| 1] 11(2+ +1) L2 arctan == (a4
=-Injz—-1—--In(z" + = — --—=arctan — (z + <
3 6 2 V3 V3 2

1 1 1 2+ 1
=Zlnlz—1] - >In(z® + z + 1) — —= arctan
3 | | 6 ( ) V3 V3
maple ist manchmal bemiiht, alle Nenner zusitzlich zu rationalisieren:

> f :=1/(x"3-1) ; int( £ , x );

2 1/2 1/2
1/3 In(x - 1) - 1/6 In(x + x + 1) - 1/3 3 arctan(1/3 (2 x + 1) 3 )

Das Ergebnis von maple ist eine Stammfunktion der Funktion 1/(x3 — 1). Jede andere Stammfunktion unter-
scheidet sich von dieser Stammfunktion durch eine Konstante. Es ist ein Pflicht—Schikane aller Lehrer unserer
Zeit, darauf zu bestehen, dass diese Konstante in der Losung erscheint.
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Aufgabe 57

Berechnen Sie du

zt— 2417

LOSUNG: (Der Grad 0 im Zihler des Bruches 1/(z* — 2% 4 1) ist streng kleiner als der Grad 4 im Nenner. Aus
diesem Grund ist keine Division mit Rest des Z3hlers durch den Nenner mehr notwendig.)

Die Faktorisierung des Nenners ist:
(' —2?+1) = (@' +222+1) - 322 = (22 + 1) — (@V3)?2 = (22 +1) + 2vV3)( (z®+1) — 2V3)
=2+ 2vV3+1) (22 —zV3+1).

Die Faktoren (22 + xv/3 + 1) haben keine reellen Nullstellen.
Wir suchen eine Darstellung von der Form:
1 1 Bx+C B'z+C

= = + . 4.1
ot —224+1 (224 2V34+1) (22 —2v3+1) 22+2v3+1 22 —zvV3+1 1)

fz) =

Die Theorie sichert die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Darstellung!
Wir nutzen deswegen die “Symmetrie” in der obigen Darstellung aus: Ersetzt man x mit dem Wert —z so folgt
daraus eine “neue” Darstellung:

Bx+C Bz +C" 1 _ —Bx+4C —Blx+C'
24+ 2vV3+1 22—zvV3+1 wr—224+1 22— 2v34+1 2242V3+1°

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt daraus:

-B=B", c=cC.
Die Gleichung (4.1) schreibt sich also
1 Bx+C —Bx+C

(m2+x\/§+1)(:ﬂ2—x\/§+1) 2242341 22 —xV34+1

und nach Beseitigung des Hauptnenners (22 + 2v/3 + 1)(2? — 2v/3 + 1):
1=Bz+0C)@®—2V3+ 1)+ (—Bx+C)(2® + V3 +1) .
Nun setzen wir fiir x die speziellen Werte 0 und v/3 ein und erhalten:

1=2C,
1=(BV3+C)-1+(-BV3+C)-7.

o _ 1 _ /3
Es folgt dann sofort: C' =1/2, B = 5= 5

maple—U berpriifung:

factor( x"4-x"2+1 ); ## wird nicht funktionieren...
factor( x"4-x"2+1 , sqrt(3));

## maple erh"allt die Chance,

## Zerlegungen mit Wurzel 3 zu suchen
f =1/ ( (x"2+x*sqrt(3)+1)*(x"2-x*sqrt(3)+1) ) ;
convert( f, parfrac , x );

> factor( x"4-x"2+1 ); ## wird nicht funktionieren...
4 2
x - x +1

> factor( x"4-x"2+1 , sqrt(3));
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2 1/2 2 1/2
(x +3 x+1) (x -3 x + 1)

> f =1/ ( (x"2+x*sqrt(3)+1)*(x"2-x*sqrt(3)+1) ) ;

1/2 1/2
3+3 X -3+ 3 X

1/6 —===========——= - 1/6 ——————mmmm—m—-

2 1/2 2 1/2

x + 3 x +1 x -3 x +1

Wir haben also die Darstellung:
f(x)_@ v+V3 L w43
6 |224+2v3+1 22—2vV3+1

Wir berechnen zuerst das Integral:

[
:1/(55 +av3+1) f/

dr
2 224+ 2vV/3+1

+(3)°

—l—ﬁﬂarctanZ (x—l—@) +C

In(z? 4+ zvV3 + 1) 5 5

N = DN =

In(z? + 2v3 + 1) + V3arctan(2z + V3) +C .

Mit der Substitution von —z als y in dem anderen Bruch (oder nach einer analogen Berechnung) erhillt man:
/L\/gdx:_/ (-2)+v3 d(—z)
2 — 2341 (—x)2 4 (—2)V/3 +1
1
= — 5 (=2 + (~2)V3+ 1) + V3arctan(2(~) + V3) +

1
=-3 In(z? — 2v3 4 1) + V3arctan(2z — v3) 4+ C .

(Die Funktion arctan ist ungerade, so dass gilt: —arctan(2(—x) + v/3) = arctan(—(2(—z) + V/3)))
arctan(2z — v/3).)

> int( (x+sqrt(3)) / (x"2+x*sqrt(3)+1) , x );
2 1/2 1/2 1/2
1/2 In(x + 3 x+ 1) +3 arctan(2 x + 3 )

Wir kdnnen zusammenfassen und bekommen:

/ﬁ_d—;_‘_l—gln(x —&-x\/_—i-l)—@ln(x 2 V34 1)—&-? V3| arctan(2z +v/3) + arctan(Qx—\/g)}+C

:ﬁlnix +x\/_+1+larctan (22 +V3) + (2u — V3) +C

12 22 —2v/3+1 2 1 — (22 ++/3)(2x — V3)
V3. 2?4 zvV3+1

1 + Laretan—2— 1¢
= —InN——m™@X XX —arctan ———
12 ];2—1;\/54—1 2 1— 22
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Wir haben in der letzten Berechnung die Formel verwendet:

tan o + tan u+v
tan(a + §) = tanattanf oder fiir unsere Zwecke arctan u + arctanv = arctan + .
1 —tanatan 8 1—uv
[
f =1/ ( (x"2+x*sqrt(3)+1)*(x"2-x*sqrt(3)+1) ) ;
J:=int( f , x);

## und die Probe f'"ur unsere Formel:

F := sqrt(3)/12 * 1n( (x"2+x*sqrt(3)+1)/(x"2-x*sqrt(3)+1) )
+1/2 * arctan( x/(1-x"2) );

simplify( diff( F , x ) );

1/2 2 1/2 1/2
J :=1/12 3 In(x + 3 x + 1) + 1/2 arctan(2 x + 3 )

1/2 2 1/2 1/2
- 1/12 3 In(x -3 x + 1) + 1/2 arctan(2 x - 3 )

> ## und die Probe f'"ur unsere Formel:

2 1/2
1/2 x +3 x + 1 X
F :=1/12 3 In(-——-===-——==--- ) + 1/2 arctan(------ )
2 1/2 2
x -3 x +1 1 -x
> simplify( diff( F , x ) );
1
2 1/2 2 1/2

Aufgabe 58

Berechnen Sie du

xt 422417

LOsuNG: Die Lésung dieser Aufgabe ist eine Erleichterung nach der Losung der letzten Aufgabe.
(Der Grad im Zahler des Bruches 1/(x* + 22 + 1) ist streng kleiner als der Grad im Nenner. Aus diesem Grund
ist keine Division mit Rest des Zahlers durch den Nenner mehr notwendig.)

Die Faktorisierung des Nenners ist:
(' 2+ 1) =(@'+202 +1) -2 =@+ 1> =((2®+1) + 2)( (2> +1) — z)
=@ +r+D)(@?—2+1).

Die Faktoren (22 4= x + 1) haben keine reellen Nullstellen.
Wir suchen eine Darstellung von der Form:

! !
1 1 _ Bz +C n B'x+C (4.2)

f(x)::ac“—xQ—&—l:(x2+1;+1)($2—w+1) 2?+r+1 2—z+4+1
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Die Theorie sichert die Existenz und Eindeutigkeit einer solchen Darstellung!
Wir nutzen deswegen die “Symmetrie” in der obigen Darstellung aus: Ersetzt man x mit dem Wert —z so folgt
daraus eine “neue” Darstellung:
Bz +C B'z+C" 1 _ —Brxr+C  —-Baz+C
24+z+1 22-z+1 zt—2241 22—-x+1 224z+1°

Wegen der Eindeutigkeit der Zerlegung folgt daraus:
-B=D", c=c0C.
Die Gleichung (4.1) schreibt sich also
1 Bx+C —Bx+C

(2 4+z+ D) (22 —z+1) 224+z+1 22-z+1

und nach Beseitigung des Hauptnenners (22 +z + 1)(22 — 2 + 1):
1=(Bz+C)(2*> -z +1)+ (-Bx+C)(a* +z+1) .
Nun setzen wir fiir x die speziellen Werte 0 und 1 ein und erhalten:

1=2C,
1=(B+C)-1+(-B+C)-3

Es folgt dann sofort: B = C' = 1/2. maple-Uberpriifung:

factor( x"4+x72+1 );
f :=1/( x74+x72+1 );
convert( f, parfrac , x );

> factor( x"4+x"2+1 );
2 2

x -x+1) x +x+1)

> f = 1/( x”4+x"2+1 );

-1+ x 1 +x
- 1/2 —————mm——— +1/2 —————mm———
2 2
x - x+1 x +x+1
Wir haben also die Darstellung:
1 r+1 —z+1
f(x)_i[xz—i—x—i—l xz—x—f—l} '

Wir berechnen zuerst das Integral:
1 32z +1)+ 3
/L do = / M dx
24+r+1 24+r+1

1/(12+m+1)’+1/ 1 J
= — -~ 7 — T
2

In(2® + 2+ 1) + - tan = (21 1) +c
- retan —— -
Tt +x 5 \/_aca 7 T+
1 2 1
1n(x2+x+l)+—arctani—|—c.

V3 V3

N = N =
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Mit der Substitution von —z als y in dem anderen Bruch (oder nach einer analogen Berechnung) erhillt man:

—z+1 (—x)+1
T dr=— d(—
/mz—m—i—l v /(—x)z—i—(—x)—i—l (=2)
1 1 2(—z)+1
=——In((—2)?>+ (—z) + 1) — —= arctan ——~—— +C
() + (o) +1) = 7
1 1 20 —1
= ——In(z? —x +1) + —=arctan ——— +C
V3 V3)
(Die Funktion arctan ist ungerade, so dass gilt: — arctan(2(—z)+1) = arctan(—(2(—x)+1))) = arctan(2z —
1).)
> int( (x+1) / (x"2+x+1) , x );
2 1/2 1/2
1/2 In(x +x + 1) + 1/3 3 arctan(1/3 (2 x + 1) 3 )
> int( (x-1) / (x"2-x+1) , x );
2 1/2 1/2
1/2 In(x - x+ 1) - 1/3 3 arctan(1/3 (2 x-1) 3 )
Wir kénnen zusammenfassen und bekommen:
dx 1 1 1 + —
— = “In(z?+2vV3+1)— -~ In(z? —x +1) + —= | arctan + arctan +C
/?4+x2+1 4 ( ) 4 ( ) 23 V3 /3
2x+1 2x11
1 2 1 1 +
:Zlnx2+x+1+ arctan%+c
2 —x+ 2V3 1 22
1. z224z+1 V3
=-1 t C.
1 nx2—x+1—|—2\/§arc anl_ 5+
Wir haben in der letzten Berechnung die Formel verwendet:
t t
tan(a + §) = tanattanf oder fiir unsere Zwecke arctan u + arctanv = arctan v .
1 —tanatan 8 —uv
(Hierbei entsprechen sich v und arctanu respektive 8 und arctanv.) |

foi= 1/ ( (x"2+x+1)*(x72-x+1) ) ;

J :=int( £ , x );

## und die Probe f"ur unsere Formel:

F : 1/4 * 1n( (x"2+x+1) / (x"2-x+1) )
+ 1/2/sqrt(3) * arctan( sqrt(3) * x/(1-x"2) );

simplify( diff( F , x ) );

1
f := - ——————————————————
2 2
(x - x+1) (x +x+1)
2 1/2 1/2
J:=-1/41n(x -x+1) +1/63 arctan(1/3 (2 x - 1) 3 )
2 1/2 1/2
+1/4 In(x +x +1) + 1/6 3 arctan(1/3 (2 x + 1) 3 )
2 1/2
x +x+1 1/2 3 b4
F :=1/4 In(--——-———- ) +1/6 3 arctan(------ )
2 2
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x - x+1 1-x
> simplify( diff( F , x ) );

Aufgabe 59

Berechnen Sie / v de

xt 422417

LOSUNG: Es gilt mit der Substitution y = 22, dy = 2z dz:

/ z dx _l/ 2z dx _1/ dy
i 41 2/ (@224 (@) +1 2/ y2+y+1

> int( x/( x"4+x"2+1 ) , x );
1/2 2 1/2
1/3 3 arctan(1/3 (2 x + 1) 3 )

Aufgabe 60
Berechnen Sie fiir jede der folgenden gebrochen rationalen Funktionen den maximalen Definitions-
bereich in R, die Partialbruchzerlegung und eine Stammfunktion:

442’ — 222 + 1 —23 41022 — 31z + 31 —t a3 +a—1
26 — 224 4+ 22 2% — 1324 + 6723 — 17122 + 2162 — 108’ 20 4+ 22% + 304 + 423 + 322+ 22+ 1

) fdxd - 222 +1
LOsunG: Berechnung des Integrals Tt v dx
a6 — 224 + 22
Die Faktorisierung des Nenners ist: 26 — 22% + 22 = 2%(2* — 222 + 1) = 2%(22 — 1)? = 22(2 — 1)%(x + 1)2.

Wir suchen also eine Darstellung von der Form:

rt4+42® —222+1 A A, B B C C
=—4+ - —— + (x—1)2 —_—t — 1)?.
26 — 224 + 22 er/a: +x—1+’(x ) +x+1+’(x+)

Die Theorie sichert die Existenz einer eindeutigen Darstellung von dieser Form. Nach Beseitigung des gemein-
samen Nenners aller Briiche bekommen wir:

ot 4a® 222 1= Ax(z — 1) (2 +1)2 + A(z — 1) (x + 1)?
+ Bx?(z — 1)(z + 1)* + B'z?(z + 1)?
+C2%(x — 1)}z +1) + C'z%(x — 1)2 .

Setzen wir in diese Polynom—Gleichheit fiir « die Werte 0,1, —1 ein, so bekommen wir:

1=A",
4=4B",
4 =4C" .
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Es gilt also: A’ =1, B’ =1, C' = —1. Leiten wir die obige Polynom—Gleichheit nach x ab und gruppieren wir
Teilausdrcke mit den Faktoren x bzw. (x — 1) bzw. (z + 1) so erhalten wir:

O (x—1)*(x+1)*]

4o 41227 — 22 = Az — 1D)*(z +1)2 + A’ 3 + x - (etwas)
z
2 1 2
4o 4 122% — 22 = Ba*(x +1)® + B'W + (x —1) - (etwas)
X
2 -1 2
4o 412202 — 20 = Cx?(x — 1)® + C’W + (z+1)- (etwas) .
X

Setzen wir in diese Polynom—Gleichheiten erneut fiir = respektive die Werte 0,1, —1 ein, so bekommen wir nach
einigen Berechnungen A = B = C = 0. Wir erhalten also die Partialbruchzerlegung:
x4+4x3—2x2+171+ 1 1
26 —2x4 22 22 (z—-1)2 (z+1)2°

Die Stammfunktionen sind der Form:

/x4+4x3—2x2+1d 1 1 1
r=—=— .
26 — 204 4 22 z z—1 x+1

f 1= (x74+4%x"3-2%x"2+1) / (X76-2%x"4+x72) ;
convert( f , parfrac , x ) ;
int( £, x );

4 3 2
x +4x -2x +1
f =
6 4 2
X - 2x +x
> convert( f , parfrac , x ) ;
1 1 1
e 4 e
2 2 2
X (-1 + x) (x + 1)
>int( £, x );
1 1
_1/X_ ______ + ———

Aufgabe 61

8
Berechnen Sie /:r +1

dx.
4 +1 v

LOsSUNG: Wir miissen zuerst eine Division mit Rest durchfiihren, da der Grad 8 des Z3hlers groBer (oder gleich)
zum Grad 4 des Nenners ist.
Kurz und gut kann man dabei schreiben:

B+1 (@ -1)+2 (@ -1D@*+1)+2
z+1  rt+1 i+ 1

2
xd4+17

=@ -1+

Das Polynom (z* — 1) I3sst sich sofort integrieren. Wir behandeln den restlichen Bruch 2/(z* + 1):
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Die Faktorisierung des Nenners ist:
(4 1) =@ +202+1) 222 = (2> + 1) = (V2 = ((2® +1) + =v2)( (z*+1) — 2v2)
= (@ +avV24+1) (2 —2vV2+1).
Wir suchen nun eine Partialbruchzerlegung von der Form:
2 _ Bx+4C Bz+C

(@2 +2vV2+ 1) (22 —2vV2+1) 22+2v24+1 22—zvV2+1

Eine solche Zerlegung existiert und ist eindeutig. Ersetzten wir in der obigen Gleichheit x mit —z, so haben
wir eine “neue” Darstellung:

—Bx+C —Bla+C' 2 Bx +C B'ax+C'

J'_ = = .
22 —2vV2+1 224+ 2vV2+1 (22 4+2vV2+ D) (22 —2vV2+1) 224+ 2v2+1 22 —2v2+1

Daraus folgt:

-B=D, c=c0C.
Wir suchen deswegen eine Zerlegung von der Form:

2 Bx +C —Bx+C

+ .
(x2+z\/§+l)(x2—x\/§+l) 2+2vV2+1 22—2vV2+1
Nach Beseitigung der Nenner entsteht:
2=(Bz+C)2® —2vV2+ 1)+ (—Bz+ C)(2® + V2 +1) .

Wir setzen = 0 ein und bekommen: 2 = 2C, also C = 1.
Wir setzen z = /2 ein und bekommen:

2=(BV2+0C)-1+(-BV2+0)-5.

Es folgt sofort B = =5 Fazit:

Sl

2 \/5 x—|—\/§ —x—&—\/i

P+l 2 |224a2v241 22+4a2v2+1

factor( x~4+1 );
s := sqrt(2) ; factor( x"4+1 , s );
convert( 2/(x"2+x*s+1)/(x"2-x*s+1) , parfrac , x ) ;

> factor( x"4+1 );

> s := sqrt(2) ; factor( x"4+1 , s );

2 1/2 2 1/2
(x -2 x+1) (x +2 x + 1)

> convert( 2/(x"2+x*s+1)/(x"2-x*s+1) , parfrac , x ) ;
1/2 1/2
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Man berechnet des weiteren:

_TEVE =
22 +av2 41 22 +2v2 41

:%/(xzifc{_—:—ll \/_/ 1 +<1)2 e
ln(xz—i—x\/i—&—l)—kﬁ-\/iarctan(( \1f> \/§>
In(z? + 2v2 + 1) + arctan(zv2 + 1) .

N = N =

Analog berechnet man:

_ 2 1
/:L%dxgln(xQx\/i+1)+arCtan(x 2-1).

Es folgt schlieBlich:

$8+1 4 \/5
/x4+1da:—/(a: —l)dx—&-/T

T +/2 T -2
224+ 2vV2+1 22 +av2+1

z° \/_ 2 \/5
=5 - x + Ve [ln(:r +2v2+1) —In(2? — 2vV2 + 1)} + 5 [arctan(m\/i—i— 1) + arctan(zv2 —1)| +C
5 1 2 2
_ V2 & eVl Ptav2+ +£ ctan Y2 Lo
5 4 x2 — :];\/_ 24+1 1—22
|
Der maple—Check ist:
> s := sqrt(2);
1/2
s =2
> F := x75/6-x + s/4 * 1In( (x"2+x*s+1)/(x"2-x*s+1) ) + s/2 * arctan( x*s/(1-x72) );
2 1/2 1/2
5 1/2 x +2 x+1 1/2 x 2
F:=1/5x -x+ 1/4 2 In(-——==--————---- ) +1/2 2 arctan(------ )
2 1/2 2
x -2 x+1 1 -x
> simplify( diff(F,x) );
8
x +1
2 1/2 2 1/2

Aufgabe 62
3

Berechnen Sie /"T4—+ dx.
v+ 1

2

LOSUNG: Man kann y = x* substituieren:

>+ 1 [22+1 1 [fy+1
/x4—|—1 o 2/m4+1(x z) 2/y2+1

1 [ 2ydy 1 1 1, 1
S b dy = -1 1)+ = arct c
4/y2+1+2/y2+1 Y 4n(y+)+2arcany+

1 1
=1 In(z* +1) + 5 arctan(z?) +C .
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J = Int( (x"3+x)/(x"4+1) , x);
with(student): changevar( y=x"2 , J , y );
int( (x73+x)/(x74+1) , x);

> J := Int( (x"3+x)/(x"4+1) , x);

> with(student): changevar( y=x"2 , J , y );
Warning, new definition for D

> int( (x73+x)/(x"4+1) , x);
4 2
1/4 In(x + 1) + 1/2 arctan(x )

Aufgabe 63

Berechnen Sie/ du

26 —1°

LOSUNG: Die Faktorisierung des Nenners ist:
6 _ (.3 3 _ 2 2
2=1=@+)z"-)=E@+)(z*—az+)(z-1)(@"+z+1).

Die Partialbruchzerlegung ist:

1 1 -2 1 4 ou? 4 +1+1 1 1 1
== —Zrx+2r°+x .
26 -1 622—2+1 6 6xr—1 6xz+1
Das Integral ist:
d 1
/wG—flzﬁ[ln(ajZ—a:+1)—ln(x2—a:+1)]
V3 . 2x—|—1+ . 2x—1}
— —— |arctan arctan ———
6 V3 V3
1
+6[ln|x—1|—ln\x—|—1|]+c.
1 2 —r+1 V3 V3 1 r—1
= —In=—" "= Y% arct -1 C.
DR B g R P

Aufgabe 64

Berechnen Sie / du

3 — 622+ 11z —6"
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LOsuNG: Eine Losungsskizze ist:

dx dx
/x3—6x2+11x—6_/(a:—l)(x—Q)(a:—3)
dx

I
L—
N | =
8

| |
—
|

—

N —

—_

x—2+ ‘r—3

1 1
:§ln|x—1\—1n|x—2|+§1n\1:—3|+c.

Aufgabe 65

Berechnen Sie / du

22(z+1)"

LOSUNG: Eine Lésungsskizze ist:

[l [l ],
22(x+1) e+l 22 7|

1
:1n|a:+1\—5—ln|z|—|—C.

Aufgabe 66

Berechnen Sie / du

22(z2+1)°

LOsuNG: Die Losung ist:

dx 1 1 1

Aufgabe 67

Berechnen Sie du

x2(z2 +1)2°

LOsuNG: Die Partialbruchzerlegung ist:

1 1 1 1

2222 +1)2 22 22+1 (a22+1)2°

Nur der letzte Bruch ist beim Integrieren problematisch. Wir I16sen das Problem in einer allgemeinen Lage: Sei:

In::/ﬁdm, neN, n>1.
(In der Aufgabenstellung werden I; = arctanz + C und I bendtigt.) Wir mochten fiir die Folge der Integrale
I,1I5, I3, ... eine rekursive Formel finden.

Die Idee bei der Herleitung dieser Formel ist:

“Man verkompliziert durch partielle Integration den Ausdruck von I,,, um I, 1 bis auf bekannte Ingrediente
zu bekommen.”

SeialsoneN, n>1.
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1 1
L= ———do= |2 ————d
/(a:2+1)" v /”C @2+
1 1 ! T x?
= - B =" 49 -z
) ((ﬂﬂ)n) = Gy 20 | G

x (2 +1)—1 x
-~ 19 -~ dr = ——— +2n(, — I, .
@+ 1) + n/ @@ 1) x N + 2n(1, 1+1)
Es folgt sofort:
1 T 2n—1
Iy =—- 1, .
o (@ 1) + 2n
Fir n = 1 bekommen wir also:
1 1
I, = 3 % + §arctanx—|—C .
Unsere Aufgabe hat also die Losung:
/ dx 1 3 ¢ 1 x .
————5 = —— — -arctanz — = - ——— .
x2(x? +1)? x 2 2 22+1

4.4.2 Integrale rational exponentieller Funktionen

Es handelt sich dabei um Integrale von Funktionen der Form R(exp z).

Aufgabe 68
Berechnen Sie / e +1
er 4

LOsunaG: Wir substituieren y = e* und bekommen:

/e”+1 / e +1 / y+1
dr =
er + 2 e“’(ez+2 y+2
1 1 1 1
| dy=x0 1 2
2/[y+y+2} y =5 [nfy[+ny+2]+

1 1
3 In(e®) +1nle” +2|]] +C = 3 [z +1nle” +2]] +C

Aufgabe 69
e’ +1

Berechnen Sie /m dx.

LOsunG: Wir substituieren y = e* und bekommen:

T+1 T+1 1
er + 2 e?(e* 4 2)2 yly +2)2

)
1 1 2 1 1 2
_ - z = | dy=211 -1 2 C
4/[y+(y+2)2 y+2] Y 4[n|y| y+2 nly+ |]+
1 T x 71 o o x
4{111(6 )7693—"- —In(e +2)]+C4[x s In(e +2)]+C.
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Aufgabe 70
e’ +1

Berechnen Sie /m dx.

LOSuUNG: Wir substituieren y = e¢* und bekommen:

e’ +1 e’ +1 y+1
T = —— T _(eTda)= | L~ g
e e e R bl
1 Yy Yy
=[|-- - + d
/L/ y2+1 (y2+1)? (y2+1)2l Y

1 1 1/ y
=Inly|l — §ln(y2+1)+m+§ <y2—|—1 +arctany> +C

1 1 e” 1
T + 1 + §arctan(ex) +C.

1
:x——aln(egx—l—l)—i—

4.4.3 Integrale trigonometrischer Funktionen

Es handelt sich dabei um Integrale von Funktionen der Form R(sinz, cosz).

Aufgabe 71

Berechnen Sie / du

cosz + 2sinz + 3°

LOSUNG: Wir machen die Standard—Substitution: ¢ = tan(z/2) und bekommen:

2
/ dx :/ 1+ ¢2 dt
cosx + 2sinx + 3 1—t2+2 2t +a
1+¢2 1+¢2
2
— dt
:/ 1+¢2
(1—t2)+2-2t+3(1+¢?)
1+ ¢2
dt dt
/t2+2t+2 /(t+1)2+1 arctan(t + 1) +

= arctan (1 + tan g) +C .

int( 1/(cos(x)+2*sin(x)+3) , x );

arctan(l + tan(1/2 x))

Aufgabe 72
sin x

Berechnen Sie / T - dx.
= +sinx + cosx
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LOSUNG: Sei a := 17/12. (Es ist eine kurze Zeitspanne einfacher, diese Abkiirzung zu verwenden.) Wir
substituieren y = tan(z/2) und bekommen:

2t
/ .sinx dm:/ 1+¢2 i 2 @t
a+sinz + cosw 2t 1—¢2 1+1¢2
“tiret1e
2t
y e 2
a(l+t%) +2t+ (1 —t2) 1+ ¢t2
1+¢2

B 4t dt
_/(t2+1)( (a—1)t2+2t+ (a+1))

/{tJrl (a—1)t+(a+1) }dt
S+l (a—-D2+2t+ (a+1)

t 1 t4 247
:/ a—1 dt

+ - 2 +1
t2+1  t24+1 t2+ﬁt+g_1
Der letzte Bruch lasst sich in zwei Briiche zerlegen, so dass der erste Bruch im Zahler ein Vielfaches der
Ableitung des Zahlers bzw. der zweite einen konstanten Zahler hat:

£ afl (t+ﬁ)l+ﬁ
24 2t ot 2y 2oy ol
CH(Eraers) I
2 4 2ot ohl a—1 (H’ﬁ)er(‘/ji?)Q.

In unserem Fall ist (a # 1 und zusatzlich) (a? —2) > 0, (a — 1) > 0. Wir kdnnen dann integrieren:

sin x 1 2 a+1 a (a—1Dt+1
— dr=—-In(t*+1 tant — In ( 2 t tan ———+C =...
/a—l—sinx—i—cosw v 2n( 1) +arctan n( +a—1 +a_1>+1/a2_2arcan Vaz — 9 +
und die Riicksubstitution muss noch durchgefiihrt werden. |

s = 2xt/(1+t"2) ; c := (1-t72)/(1+t"2) ; ableitung := 2/(1+t"2) ;
simplify( s/(ats+c)*ableitung );

##
int( sin(x)/(a + sin(x)+cos(x)) , x );
a := 17/12 ;

int( sin(x)/(a + sin(x)+cos(x)) , x );

> s = 2%xt/(1+t72) ; ¢ := (1-t"2)/(1+t"2) ; ableitung := 2/(1+t"2) ;

t

s 1= 2 —————-
2

1+t

2

1 -t

C iz —mmm—m
2

1+t

2
ableitung := ------



v

simplify( s/(a+s+c)*ableitung );

4__ —_— —_— -
2 2 2
1+t)(@+at +2t+1-1t)

> ##
> int( sin(x)/(a + sin(x)+cos(x)) , x );
2 2
1/2 In(a + a tan(1/2 x) + 2 tan(1/2 x) - tan(1/2 x) + 1)

2 tan(1/2 x) (a - 1) + 2
a arctan(1/2 -——-----—--—----—mo—mo— )

(a -2) 2
T +1/2 In(1 + tan(1/2 x) )
2 1/2
(a -2)

+ arctan(tan(1/2 x))

>a :=17/12 ;

> int( sin(x)/(a + sin(x)+cos(x)) , x );
2
- 1/2 1n(29 + 5 tan(1/2 x) + 24 tan(1/2 x)) - 17 arctan(5 tan(1/2 x) + 12)

2
+ 1/2 1In(1 + tan(1/2 x) ) + arctan(tan(1/2 x))

Die nichste Aufgabe ist ein Spezialfall der obigen allgemeineren Rechnung fiir a = /2. In diesem Fall ist
a? —2 =0, so dass die Berechnung leicht geindert werden muss.

Aufgabe 73
sinx

Berechnen Sie - dz.
\/§ +sinx + cosx

LOSUNG: Wir substituieren y = tan(z/2) und bekommen wie in der letzten Aufgabe, dieses Mal jedoch fiir
a=2:

2t
sin 1+ ¢2 2
dxz/ dt
V2 +sinz + cosz Vo 2t +1—t2 14 ¢2
1+ t2 1+ ¢2
t 1 t+ otl

dt

+ - 2 +1
_t2+1 241 t2+mt+zj

e+ e+ L)
(t‘f'ﬁ)
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wegen a? —2 =011

Aufgabe 74
1 —sinx + cosx

Berechnen Sie / ——— dux.
1+sinx —cosx

Aufgabe 75 )
Berechnen Sie /ﬂ dzx.
SIN T + COS T
4.4.4 Integrale von Funktionen der Form R ( x, (%)ql . (%)qn )
Aufgabe 76

Berechnen Sie die Stammfunktionen der Funktionen:

1,1-z 1 VIFz-1 1
z\V 14z’ 1+T+z’ M+z+1’ (x+2)V1+z

4.4.5 Integrale der Funktionen vom Typ R (x, Vax? +bx+c) und die euler-
schen Substitutionen

Aufgabe 77
Berechnen Sie die Stammfunktionen der Funktionen:

1 x x? 1
/=22 + 55 —6 (x—1DVI+z—a2’ V1—2zr—a2’ A+x)V1+z+a2

4.4.6 Binomische Integrale

Aufgabe 78
Berechnen Sie die Stammfunktionen der Funktionen:

1 1 x x 1
- [ 4/ nf -
/1422’ 22(1 4 22)3/2 7 V1425’ 14 antl”’ V1ot
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Kapitel 5

Die Laplace—Transformation und die
Losung einiger Typen von
Differenzialgleichungen mittels der
Laplace—Transformation

5.1 Theorie

Wir betracthen zuerst den Raum der “Originalfunktionen”
f:[0,00) = C,

o welche stetig (oder allgemeiner messbar und lokal integrierbar) sind

o und welche (bei +00) hdchtens Exponentialverhalten registrieren: Dies bedeutet, dass man die Funktion f fiir
geeignete, von f abhingigen Konstanten C' = C(f), A = A(f) > 0 mit einer Exponentalfunktion durch
eine Abschitzung der Form

|f(z)] < Cexp(Az) , alle z € [0,00)
kontrollieren kann.

Definition 79 Wir definieren fiir jede “Originalfunktion” f = f(x) ihre LAPLACE—Transformation F' = F(p)
wie folgt:

F(p) := /0OO f(z) e " dx .

Die Funktion F heiBt die “Bildfunktion” durch die LAPLACE—Transformation.

Sie ist fiir alle p € R (allgemeiner alle p € C) mit der Eigenschaft p > A(f) (allgemeiner mit der Ei-
genschaft Rp > A(f)) wohldefiniert. (An dieser Stelle wird die Abschitzung durch die Exponentalfunktion
x — Cexp(Ax) effektiv verwendet.)

Die LAPLACE—Transformation wird mit

L

in der Spezialliteratur bezeichnet. Man schreibt also F' = L(f) fiir eine Originalfunktion f und ihre LAPLACE—
Transformierte F'.

Um den unvermeidlichen, sich oft wiederholenden Satz “F(p) ist die LAPLACE-Transformierte an der Stelle p
der Originalfunktion f(x)" wird kurz und gut die Bezeichnung verwendet:

f(z)o——eF(x)
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Proposition 80 Sei f eine Originalfunktion und sei F' die Bildfunktion.

f(@)o

Dann entsprechen sich folgende Funktionale Operationen auf f, F':
¢ (1) Die Dehnungs—Eigenschaft fiir eine positive Konstante a > 0:

*F(p)

flaz)o——egF (£)
e (I1) Die Verschiebungs—Eigenschaft fiir eine positive Konstante py > 0:

e f(z)o

*F(p—po)

o (I1) Die Vertraglichkeit der n-ten Ableitung der Originalfunktion mit der Multiplikation mit p™ fiir
die Bildfunktion (bis auf polynomiale Storglieder):

Falls alle n ersten Ableitungen von f (d.h. f', f", ..., f(™)) existieren (und an der Stelle Null stetig sind) und
im Raum der Originalfunktionen liegen, dann gilt:

f (z)o——ep"F(p) — p" 1 f(0) — p"2f'(0) — - - — f("=(0)

e (IV) Die Vertraglichkeit der Multiplikation mit (—x)" der Originalfunktion mit der n-ten Ableitung
der Bildfunktion:
Die Funktion F' ist immer unendlich oft differenzierbar im Definitionsbereich und es gilt:

(=) - f(z)o——0F ™) (p)
e (V) Die Vertraglichkeit der Originalfunktionen—Faltung mit dem Bildfunktionen—Produkt:
(f * g)(z)o——o(FG)(p)
Proposition 81 Die LAPLACE—Transformation ist injektiv: Aus f(x)o o F(x) , g(z)o oG (x) und
F=d
folgt
f=9.

5.2 Die Tabelle der Standard—Laplace—Transformationen

[ f(2) [ Fp) | | |

1 p L= % Rp >0

T p 2= 1% Rp >0

" nlpntlt = pﬂl Rp >0 neN
¢ FI()ZL” Rp >0 a>0
e = [ Rlp—a)>0

sin(ax) =iz || Rp >0 acR
cos(ax) pzﬁag Rp >0 acR
sinh(ax) =2z || ®p > al aeR
cosh(azx) o Rp > |a| aeR
x sin(ax) @’ﬁ%?)? Rp >0 a€eR
x cos(ax) ﬁ Rp >0 a€R

n ,ax n!
sin(ax) — (ax) cos(ax) (pz%r#ag)z Rp >0 aeR




5.3 Aufgaben

5.3.1 Berechnungen einiger Standard—Laplace—Transformationen

Einige erste Aufgaben zeigen, wie schnell man aus den Eigenschaften der LAPLACE—Transformation die obige
Tabelle nachvollzogen werden kann:

Aufgabe 82
Berechnen Sie die Laplace—Transformation der Funktion f(z) =1

LOsuNG: Es gilt Per Definition:

Aufgabe 83
Berechnen Sie die Laplace-Transformation der Funktion f(z) ==z

LOSUNG: Die Ableitungs—Vertraglichkeit der Bildfunktion mit der Multiplikation mit (—z) in der Originalfunk-
tion liefert sofort:

f(z)o——0F(p) lo——el/p
(~a)f()o——eF(p)  (~) lo——e?
Es folgt also:
(—z)o——0e(1/p)’
o o1/p?
[
Aufgabe 84
Berechnen Sie die Laplace—Transformation der Funktion f(z) = 2"
LosuNG: Wir beweisen durch vollstangige Induktion nach n die Formel:
"o op! p—(nt1)
Induktionsanfang: Fiir n = 0 haben wir bereits nachgepriift, dass gilt:
29 =10 o1/p=0!p O+
Der Induktionsschritt: Wir machen fiir ein festen n die Induktionsannahme, dass g"o opn! p—("+1)
gilt, und berechnen die LAPLACE-Transformation der Funktion x"*!: Es gilt:
z"o oplp— (1)
(<) - a"o——s(nl p= (DY = —(n+ 1) -l p= D = (4 1)l
[
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Aufgabe 85
Berechnen Sie die Laplace—Transformation der Funktion f(x) = e®".

LOSUNG: Diese folgt sofort aus der Verschiebungs—Eigenschaft: Die Verschiebung von 1 o —e 1/p ergibt
sofort e®* -1 o—e 1/(p — a). [

Aufgabe 86
Berechnen Sie die Laplace—Transformation der Funktion f(z) = sinx.

LOSUNG: Sei F' = F(p) die gesuchte Funktion, $tp > 0. Die gegebene Funktion f = sinx erfiillt die Differen-
zialgleichung

f'+f=0, f(0)=0, f(0)=1.

Durch die LAPLACE-Transformation ergibt sich fiir F eine algebraische Funktionalgeichung:

(P°F(p) —pf(0)—f(0)) +  F(p =0, also
F(p)(p*+1) =1, also
F(p) =1/(p*+1).

5.3.2 Losung einiger Differenzialgleichungen mittels der Laplace—Transformation

Aufgabe 87
Losen Sie die Differenzialgleichung (das Cauchy—Problem):

[+ -42f=0, fO)=1, f(0)=-1.

Hinweis: Die Theorie der gewdéhnlichen Differenzialgleichungen sichert die Eindeutigkeit der Losung.
Finden Sie also eine/die Losung, indem Sie annehmen, dass f im Raum der Originalfunktionen
(laplace—transformierbaren Funktionen) liegt.

LOSUNG: Wir suchen wir im Hinweis eine/die Losung, welche im Raum der Originalfunktionen (LAPLACE-
transformierbaren Funktionen) liegt.
Nach Anwendung der LAPLACE-Transformation folgt:

(p°F(p) =pf(0) = f(0)) +  (pF(p)—f(0)) —42F(p) =0.
Diese algebraische Gleichung hat die Lésung:
F(p) p p 7 1 6 1

P4+p—42 (p+7)(p—-6) 13 p+7 13 p—6

(Wir haben gleichzeitig eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt, damit die Riicktransformation direkt wird:)
Durch die Injektivitdt der LAPLACE—Transformation folgt:

7 '6_7$+£'€6m.

f(x):1—3 13

Man kann sich in maple vergewissern ...

with(inttrans):

laplace( diff(f(x),x,x) + diff(£f(x),x) - 42*xf(x) , x , p) ;
convert( p/( (p+7)*(p-6) ) , parfrac , p );

DGL := diff(f(x),x,x) + diff(f(x),x) - 42%f(x) =0 ;

dsolve( {DGL , £(0)=1, D(£f)(0)=-1 2} , f(x) );

dsolve( {DGL , £(0)=1, D(£)(0)=-1 } , £(x) , method = laplace );
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Aufgabe 88
Losen Sie die Differenzialgleichung (das Cauchy—Problem):

f—=7f=sinz, f(0)=0.

Hinweis: Die Theorie der gewdhnlichen Differenzialgleichungen sichert die Eindeutigkeit der Losung.
Finden Sie also eine/die Losung, indem Sie annehmen, dass f im Raum der Originalfunktionen
(laplace—transformierbaren Funktionen) liegt.

LOSUNG: Wir suchen wir im Hinweis eine/die Losung, welche im Raum der Originalfunktionen (LAPLACE-
transformierbaren Funktionen) liegt. Sei F' = Lf die LAPLACE-Transformierte von f.
Nach Anwendung der LAPLACE—-Transformation folgt:

(PF@)=10))  =TF@) =55

Diese algebraische Gleichung hat die Lésung:

1 11 1 p 71
P +1)(p-7 50p—7 BH50p2+1 50p2+1°

F(p) =

(Wir haben gleichzeitig eine Partialbruchzerlegung durchgefiihrt, damit die Riicktransformation direkt wird:)
Durch die Injektivitdt der LAPLACE—-Transformation folgt:

flz) = 5€ T 5g SOt T %sinx .
[ |
Man kann sich in maple vergewissern ...
with(inttrans):
laplace( diff(f(x),x) - 7*f(x) = sin(x) , x , p) ;
convert( 1/( (p-7)*(p~2+1) ) , parfrac , p );
DGL := diff(f(x),x) - 7xf(x) = sin(x) ;
dsolve( {DGL , £(0)=0 } , f(x) );
dsolve( {DGL , £(0)=0 } , f(x) , method = laplace );
In dem Output befinden sich z.B. die Zeilen:
> convert( 1/( (p-7)*(p~2+1) ) , parfrac , p );
1 pt+t7
1/50 ----- - 1/50 -—----
p-7 2
p +1
> DGL := diff(f(x),x) - 7*f(x) = sin(x) ;
/d \
DGL := |-- f(x)| - 7 £(x) = sin(x)
\dx /
> dsolve( {DGL , £(0)=0 } , £(x) );
f(x) = - 1/50 cos(x) - 7/50 sin(x) + 1/50 exp(7 x)
[ |
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Kapitel 6

Probeklausur

Aufgabe 89
Geben Sie einen geschlossenen Ausdruck fiir
al 1
S = _—
N ; k(k+1)(k +2)

und beweisen Sie direkt oder durch volistandige Induktion die entsprechende Formel. Dabei ist N > 1
eine natiirliche Zahl.

LOsuna: Einige maple—Versuche lassen sofort ahnen, wie der geschlossene Ausdruck fiir die Summe auszusehen
hat:

S :=n -> sum(’1/k/(k+1)/(k+2)°’, ’k’=1..n );
for n from 1 to 10 do
print( n, S(n), evalf(S(n)) );
od;
for n from 100 to 105 do
print( n, S(n), evalf(S(n)) );
od;

>8 :=n -> sum(’1/k/(k+1)/(k+2)’, ’k’=1..n );

> for n from 1 to 10 do

> print( n, S(n), evalf(S(n)) );

> od;
1, 1/6, .1666666667
2, 5/24, .2083333333
3, 9/40, .2250000000
4, 7/30, .2333333333

5, 5/21, .2380952381

27
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6, ---, .2410714286

112
35
7, -——, .2430555556
144
11
8, —--, .2444444444
45
27
9, ---, .2454545455
110
65
10, ---, .2462121212
264
> for n from 100 to 105 do
> print( n, S(n), evalf(S(n)) );
> od;
2575
100, ----- , .2499514657
10302
1313
101, ----, .2499524081
5253
5355
102, ----- , .2499533234
21424
5459
103, ----—- , .2499542125
21840
1391
104, ----, .2499550764
5565
2835
105, ----- , .2499559161
11342

Offensichtlich konvergiert die Folge (Sn) gegen 0.25 = 1/4. Es liegt nahe, den Abstand 1/4 — S(n) zu
berechnen:

for n from 1 to 10 do
print( n, 1/4-S(n) );
od;

1, 1/12
2, 1/24
3, 1/40

4, 1/60
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5, 1/84
6, 1/112
7, 1/144
8, 1/180
9, 1/220

10, 1/264

Wenn immer noch keine Vermutung in der Luft liegt, dann verlangen wir von maple alles:

sum(’1/k/ (k+1)/(k+2)’, ’k’=1..N);

> sum(’1/k/ (k+1)/(k+2)’, ’k’=1..N);
(N +2) (N + 1)

Wir beweisen nun durch vollstandige Induktion die Aussage:

N
1 1 1

A(N) = Esgilt S — -~ _ N N>1.
(V) 58 ;k(k+l)(k+2) 1 2N+ (N +2) : €N,

Induktionsanfang: Die Aussage A(1) ist wahr, denn es gilt:

1 1

_ 1

. 1 1
;k(k+1)(k+2) 123 6 4 20+1(1+2)°

Induktionsschritt: Sei N € N, N > 1. Wir nehmen an, dass die Aussage A(n) gilt. Dann kdnnen wir berechnen:
N+1

1 B 1 1
,; FETD(ET2) (NIDWN+2)(N13) & kE+ k12

=1

2

e

B 1 1 1
T INFDN+(N+3) (Z - 2(N+1)(N+2)>

da die Aussage A(n) wahr ist,

1 1 1 1] 1 1 (N+3)—2
T4 (N+D(NV+2) {i_N—H]_Z_(NH)(NH)' 2(N + 3)
1 1 N+1 1 1

T4 (N+1D)(N+2) 2(N+3) 4 2(N+2)(N+3)°

Es folgt, dass die Aussage A(n + 1) wahr ist.
Durch das Prinzip der vollstandigen Induktion ist die Aussage A(n) fiir alle N € N, N > 1, wahr. |

Alternativer Beweis durch “teleskopische” Kiirzungen: Es gilt:

1 1 1 1

kk+1)(k+2) 2 |k(k+1) (k+1)(k+2)

(6.1)
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Daraus folgt:

N

1
k; k(k+1)(k+2)

1 1 1 1

“123 2347345 456 4U\Z(N+1)(N+2)

171 1 171 1 171 1 1 1 1
:E[TE_EG}+§ETYTTﬂ+5[?Z_ZG}+“+§[N4N+U_(N+U4N+m
111 1
T2 1.2 2 (N+1)-(N+2)

1 1
T4 20N+1)(N+2)°

|
Alternativer Beweis durch “teleskopische” Kiirzungen nach Partialbruchzerlegung: (Der letzter Beweis
ist sehr geheimnisvoll. Wie kann man iiberhaupt auf die Zerlegung (6.1) kommen ? Die Antwort ist: Man
kann die Partialbruchzerlegung des allgemeinen Summanden m zuerst durchfiithren und dann den
“teleskopischen” Trick fiir diese anwenden. Eine Verfeinerung wire dann der obige Beweis.)
Wir suchen also formaleine Darstellung von der Gestalt:

1 A B C

K+ )(E+2) K kel kt2

Die Unbekannten sind A, B, C. Falls es eine solche Darstellung gibt, so konnen wir weiter wie folgt nach
Beseitigung der Nenner schlieBen:

1=A(k+1)(k +2) + Bk(k +2) + Ck(k + 1) .

Setzen wir nun fiir k die Werte 0, —1 und —2 ein, die Nullstellen des Hauptnenners k(k +1)(k+2), so erhalten
wir miihelos:

1=24,
1=-B,
1=2C.

Falls es eine Darstellung — wie gewiinscht — gibt, so ist diese:

1 1

1 L1
E(k+1)(E+2) 2 k k+1 2 kE+2°

Man muss diese kurz nachpriifen bzw. in einer Klausur erwdhnen, dass man es nachgepriift hat. Der maple—
Code fiir die Partialbruchzerlegung ist:

> convert( 1/k/(k+1)/(k+2) , parfrac , k );

1 11 1

v L L
E(k+1)(k+2) 2 k k+1 2 k+2 2\k k+1 2\k+1 k+2
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N = o= N

—N

und nach “teleskopischen” Kiirzungen:

1 1 1 1 1

(3 3 s )
1 1

(N+2)°

1
2
1
1 3Ny T2

Der letzte Ausdruck ist eine gleichwertige geschlossene Formel fiir die Summe aus der Aufgabenstellung. W

Aufgabe 90
Berechnen Sie das Taylor—Polynom der Ordnung 3 um 1 fiir die Funktion [ : (0,00) — R, f(z) := z®.

LOSUNG: Wir substituieren z = 1 + h und untersuchen die Funktion g : (=1,00) — R, g(h) := (1 + h)**"
um h = 0.
Es gilt:

g(h) = (14 )1+
= exp(In(1 + h))1T"
=exp((1+h)In(1+h)) .

Wir haben die TAYLOR—-Entwicklungen:

h? h3

ln(1+h):h—7+?+(’)(h4),
(1+h)In(1+h)=(1+h) (h—%2+%3>+(9(h4)

_ AT A AT 4
—h+<1 2>h +(2 3)h +O(hY)

1 1
=h+=-h2—ZK4+0KLY.
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SchlieBlich gilt:

g(h) = exp((1 + h)In(1 + h))

1 1
=1 h+=h?>—Zh?
+( vim ol )
+1 h+1M ]h32
2! 2 6
3
1 1 1
+§<h+§h2—6h3) +O(hY)

_ L., 1.3
1+(h+2h Gh)
+l h2+21h3+(9(h4)
2! 2
1
+5 (* + O(h*)) + O(h*)

1
:1+h+h2+§h3+(9(h4).

taylor( x°x , x=1 );
taylor( (1+h)*1n(i+h) , h=0 );
taylor( (1+h)~(1+h) , h=0 );

> taylor( x"x , x=1 );
2 3 4 5 6
1+x-1+x-1 +1/2 -1 +1/3 (x-1) +1/12 (x-1) +0((x-1))

> taylor( (1+h)*1n(1+h) , h=0 );
2 3 4 5 6
h+1/2h -1/6h +1/12h - 1/20h + 0(Ch )

> taylor( (1+h)~(1+h) , h=0 );
2 3 4 5 6
1+h+h +1/2h +1/3h + 1/12 h + 0(¢h )

Aufgabe 91

Berechnen Sie den Grenzwert lim z {\/ 2 41— x}
T—00

LOSUNG:

Lésung durch Umformung:

| : VAW T14)
lim x[\/x —i—l—x} = lim =z
z—00 Vaz+ 14z

r—00



> limit( x*(sqrt(x"2+1)-x) , x=infinity);
1/2

1

Losung durch die Substitution y = %, y=y und Taylor—Entwicklung um 0:

C2y1/2
1 1/2 1 . %_%
— +1 ——|=lm —4—1%
Y Y yN\O Y

1
lim x[\/xQ—i—l—x} = lim —

T—00 y\O0 Yy
(14422 -1 ( 1+ (M2)y2 + O(y*) ) -1
= lim 5 = lim 5
y\.0 Y y\0 Yy

:@2);

fx = xk(sqrt(x~2+1)-x) ;
fy := subs( x=1/y , fx );
taylor( fy , y=0 , 4);

> fx := x*(sqrt(x~2+1)-x) ;
2 1/2
fx = x (x + 1) - %)
> fy := subs( x=1/y , fx );
/1 \1/2
|-——— + 1] - 1/y
| 2 |
\y /
fy = ——77"-"""—m—-
y
> taylor( fy , y=0 , 4);
2 4

1/2 - 1/8 y + 0(y )

Aufgabe 92

Berechnen Sie den Grenzwert lim - -
z—0 tan(arcsin z) — arcsin(tan z)

tan(sinx) — sin(tan x)

Wir berechnen zuerst einige TAYLOR-Entwicklungen mit dem Taschenrechner des neuen Jahrtausends:

taylor( tan(sin(x)) - sin(tan(x)) , x=0 , 8);
taylor( tan(arcsin(x)) - arcsin(tan(x)) , x=0 , 8);
f := tan(sin(x)) - sin(tan(x)) ;

g := tan(arcsin(x)) - arcsin(tan(x)) ;

limit( £f/g , x=0 );

> taylor( tan(sin(x)) - sin(tan(x)) , x=0 , 8);
7 8
1/30 x + 0(x )

> taylor( tan(arcsin(x)) - arcsin(tan(x)) , x=0 , 8);
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7 9
- 1/30 x + 0(x )

> f := tan(sin(x)) - sin(tan(x)) ;
f := tan(sin(x)) - sin(tan(x))
> g := tan(arcsin(x)) - arcsin(tan(x)) ;
x
g 1= ——————————- - arcsin(tan(x))
2 1/2
1-x)

> limit( f/g , x=0 );
-1

Wir sind also gezwungen, fiir eine menschlische Losung, TAYLOR—-Entwicklungen hasslicher Funktionen bis zur
Ordnung 7 (also modulo O(z®)) zu betrachten. Es gilt also:

3 5
sinx:x—%+%—m77!+(’)(az8),
1 1
cos  1-— LIt 42204 O(a8)
_ 1
S ST)
=1
z?2 ozt af 8
+ <}§?'—'ZT +'Ei'4-cj($ ))
2?2zt af s ?
+ (Eﬁ"—'ZT +—Ei-+—69(x ))
2zt S ’
+<§_E+E+O($8)) + O(2®)
=1

.’L‘2 .’L‘4 .1‘6

TR}

.’134 1‘6
+(ﬁ‘2ﬂ)

.’EG 3 S
1 ) 61
1 ~ 2 4 6 8
For g gt O
1

COS ™

tanx = sinx -
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2 24 720

B 1 1\ 5 (1 1 5\ 4 11 5 61\ .
_x+<2 3!)w+<5! 2-3!+24>x+< 7112 24~3!+720)x +0@)

13 2 5 17 7 8
4+ — + — R + 0

3 5 7 1 5 61
:(x—x——l—x——x—)-(1+—x2+—x4+—x6>+0(a:8)

) 2 2> 2
tan(smx):(m—g—i—ﬁ—ﬁ—k(?(ajs))
1 3 5 7 8 ’
—g( i“ra—xﬂ-f—(')(l‘))
1 3 5 7 s ’
1 N 3 ! 8
ﬁ(x 3!—1-5 7'+(’)(33 )) + O(=2%)
¥ 2P v
— _ - - _ |
—(x 3!+5‘ x7.)
1 B3 25\’
‘5(“5*5)
1 23\’
+5|<$3'>
—im7+(9(x8)
7!
3 2P -
x 3!+5'—x7'

1, 1 . 107 . .
pu— —_ _— - O
TG T 0% " s0a0° TOE)

1 2 17
sin(tanx) = (x + §x3 + Ex5 + mﬂ + (9(308)>

1 1, 2 5 17 , g\’
<x+3x +15as +315x + O(2%)

1 1, s 17 s )
+5! <x+3x +15:r +315x + O(z%)

1 1, .17 e\’
- S St T+ O
(w+3m Y Tt TOE)

66



17 8
— + O(x°)
B 1\ 5 (2 1 1\ .
x+<3 3'> (15 3'+5'>x
Ly 15 5

=TT T 0% T 1008

1 1 107 1 1 55
tan(sinz) — sin(tanx) = (m+ 6333 ~0® 0 5040x7+(9( )) - (x—i— 6333 ~10° z° — T008® "+ Oz ))

_ (10T 55 g sy = L
—( 5040+1008)x +0(z°) = "+ 0O(8) .

Analog und mithsamer bekommt man:

o1 () (Y- ()

Durch formales Integrieren und der korrekten Anpassung des Koeffizienten Nullten Grades bekommt man:

B 12\ 5, 1/-1/2\ 5 1/-1/2\ .
arcsinx = x 3( 1 )x +5( 5 )CL‘ = N £ +O(z°) ,

Aufgabe 93
Berechnen Sie das Integral:

3 1

LOSUNG: Wir berechnen direkt durch die Substitution y = 2

3 1 3 1
/ /z x(z? +1)2 v /2 x?(x? 4+ 1)? v
13 1 )
- 5/2 2@ )

_E/Q;dy
2 ), yly+1)2 77

Die Partialbruchzerlegung: Gesucht sind A, B, B’ in der Darstellung:
1 A n B n B’
yy+1)?* oy y+1 (y+1)?
1=A(y+1)2+Byly+1)+ B'y

oderaquivalent
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Setzt man die Werte 0, —1, 1 fiir y ein, so folgt daraus: 1 = A, 1 = —B’ und 1 = 4A + 2B + B’. Es folgt die
Darstellung:

> convert( 1/y/(y+1)"2 , parfrac , y );

1 1
1/y - ————=———= - ————-
2 y+1
(y + 1)
Man kann nun leicht integrieren:
12 1
S
2 )y yly+1)?
1/@[1 1 1 }
2Js ly y+1 (y+1)
1 117 1.9 110 1/1 1 1. (9 5 1 1.9 1
=—|lnjy-Injly+1j+ —| =ch-—-lh—+-(—=—--)=zIn(--—)]—-==-In- — —
2 y+1), 2 4 2 5 2\10 5/ 2 \4 10 20 2 8 20
:ln3—§ln2—i.
2 20

> int( 1/x/(x"2+1)°2 , x=2..3 );
In(3) - 3/2 1n(2) - 1/20

Aufgabe 94 ,
Untersuchen Sie das Schaubild der Funktion f: R — T, f(z) := (22 + 3)e~* /2.
(Asymptoten, Monotonie, Konvexitdt/Konkavitét, Nullstellen, Extrempunkte, Wendepunkte.)

LOSUNG: Die ersten zwei Ableitungen von f sind:
fl(m) = [2 - $(2CU + 3)] e_wz/2 — _(33 + 2)(2x _ 1)6—962/2 7
f(x) = [—(4x +3) + (222 + 3z — 2)3:] e~ %%/2 — (22° + 32 — 6z — 3)e—x2/2 '

e Die Funktion f hat die einzige Nullstelle bei a = —3/2.

e Die Funktion f’ hat die Nullstellen bei by = —2, by = 1/2.
e Die Funktion f” hat keine rationalen Nullstellen. Anndherungen der Werte der Nullstellen von f” oder
dquivalent von (22° + 322 — 62 — 3) sind:

> fsolve( 2*x~3+3*x"2-6*x-3 = 0 );
-2.469001750, -.4332540387, 1.402255789

Wir bezeichnen diese drei Werte mit ¢y, ca,c3, ¢1 < ¢o < cs.
Die Tabelle der Variation fiir f ist dann:

[z J-oof leal] [b&] Jaf Jel [b][] |al| [+0]
fl@) | =0 NN WP NN TP /|0 S/ VWP |/ THP NN | WP NN | 400
F@ ol -—=]-—1-=]o[++[+|++] + [++] 0 -] - [--1-0
@O 0] -—=-]T0 |++[ + [++[+]++] 0 [-=] - ]-—-10 [++]+0
m

Mit dem maple—Befehl plot( (2*x+3)*exp( -x*x/2 ) , x=-4..4 , legend = ‘Only function‘ ) ;
erhallt man das Bild an der Seite 70
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Abbildung 6.1: Graph der Funktion f: R — R, f(z) = (2 + 3)6_”‘2/2.
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Aufgabe 95
Sei f:]0,00) — R die Funktion f(x):=sinz.
Berechnen Sie die Funktion £f = (Lf)(p) fir p >0

F(p) = (L1)(p) = / " f@) e da

e direkt durch zweifache partielle Integration und
e durch die Eigenschaften der Laplace—Transformation.

LOsuUNG:
Direkte Berechnung durch zweifache partielle Integration:

(L(p) = /O " sin(z) e do = /O Tl cos(z) [ e da
— [ - cos()e | - /OOQ(—COS(JC)) (e | do =1 —p/ooo cos(z) e~ da
_1 _p/OOO[ sin(z) | e 7" do = 1 —p{ [ sin(z) e | - /OOO sin(z)[ " |, do }
- 1—p{ O—l—p/ooosin(x) e P dx } =1-p*(Lf)(p) .
Aus

(Lf)(p) =1—p*(LSf)(p)

folgt jedoch sofort

(L) +1) =1,

1
L = .
|
Berechnung durch die Eigenschaften der Laplace—Transformation: Die Funktion f(x) := sinx erfiillt

f(0) =sin(0) = 0, f/(0) = sin’(0) = 1 und die Differenzialgleichung:
f"+f=0, sin” +sin =0 .

Es folgt durch die LAPLACE—=Transformation, welche auf der der Differenzialgleichung angewandt wird, fiir die
Funktion F(p) := (Lf)(p):

[P*F(p) —pf(0)— f'(0)] + F(p)=0,
F(p)(p* +1) =pf(0)+ f(0) =1,

[t

> f := sin(x);
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Aufgabe 96
Losen Sie die Differenzialgleichung;:

fr-af +3f =€, fO)=f(0)=1.

LOSUNG: Durch die LAPLACE-Transformation entsteht aus der gegebenen Differenzialgleichung eine algebrai-
sche Gleichung, welche “einfacher” geldst werden kann:
Sei F' = F(p) die LAPLACE-Transformation der Funktion f = f(x). Dann folgt:

[PPF(p) = 2f(0) = £1(0) ] =4[ pF(p) = £(0) ] +3F(p) =~ .
F(0) (3 = 4p+3) = pf(0) + 1'(0) = 4/(0) + ——
B 1 p*—5p+7
_p_3+p72 - p—2
Flp) = p?—bBp+T _ p?—5p+7
P - +3) p-2p-1Dp-3)
Die Partialbruchzerlegung von P —5p+7 ist:

(r—2)(p—1)p—-3)

F := (p~2-5*p+7) / ( (p-D*(p-2)*(p-3) ) ;
convert( F , parfrac , p );

> F := (p"2-5*p+7) / ( (p-1)*(p-2)*(p-3) ) ;

-1 (p-2) (p-23)

> convert( F , parfrac , p );

Die inverse LAPLACE—-Transformation liefert sofort:
3 1
flz) =—=e* = e2r + =e3* .

2 2

dsolve( { diff(f(x),x,x)-4*diff(f(x),x)+3*f(x) = exp(2*x), £(0)=1, D(£)(0)=1} , £(x) );

> dsolve( { diff(f(x),x,x)-4*diff(f(x),x)\
> +3xf(x) = exp(2#x), £(0)=1, D(£)(0)=1} , £(x) );

f(x) = -exp(2 x) + 3/2 exp(x) + 1/2 exp(3 x)

Aufgabe 97

. . dx
Berechnen Sie das unbestimmte Integral: /

cosz + 3sinz + 5
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LOSUNG:
Wir substituieren:

ta z t
n— =
2 )

2
1+
1—¢2
1+

sinx =

COST =

r = 2arctant ,

2

de = ——
v 14+¢2

Es folgt formal:

dx 1 2

dt

; S 2t
/cosx+3smx+5 e T3
1

———— dt
22 +3t+ 3

1

9 2
(t+3)"+ (4°)
4t + 6
V15

DN | =

= —— arctan

V15

Einige Schritte auf dem Lésungsweg sind:

J := Int( 1/( cos(x)+3*sin(x)+5)
with(student):

changevar( t=tan(x/2) , J , t );
s := 2%t/(1+t"2) ; c := (1-t~2)/(1+t"2) ;
simplify( 1/( c +3xs +5 )*2/(1+t"2) );

, X )

Die direkte Berechnung ist auch méglich:

> int( 1/( cos(x)+3*sin(x)+5) , x );
1/2

2/15 15
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1
2¢2 +

+C.

arctan(1/30 (8 tan(1/2 x) + 6)

1/2
15 )



