Probeklausur zur
Ingenieur—Mathematik I

Aufgabe 1 (a) Berechnen Sie in C: (—4)2°%, (1 +iv/3)2°%, (cos(27/5) + isin(2m/5))2°02.
(b) Berechnen Sie in F7: 32002,
(c) Berechnen Sie in F2003: 22902,

LOSUNG:

(a) Aus (—i)* = 1 folgt (—4)2%02 = (—4)2002 mod4 — (_;)2 modd — _ 1 7ym gleichen Ergebnis kommt man auch
mittels der trigonometrischen Form fiir (—:):

—i = cos(31/2) + isin(37/2) = /2.

Es gilt: (1+4v3)> =1+ 2iv3+ (iv3)? = 1+ 2iv/3 — 3 = 2(~1 +14V3).

Des weiteren:

(1+4v3)* = (1+4v3)- (1+iv3)® = (1+4V3) - 2(-1+iV3) =--- = —8.

Es folgt (1 +4v/3)® = (—2)3. Aus diesem Grund gilt:

(1 + i\/§)2001 — [(1 4 i\/§)3]667 — [(_2)3]667 — (_2)2001 — _22001_

Zum gleichen Ergebnis kommt man auch mittels der trigonometrischen Form fiir (1 + iv/3):
(1 +iv/3) = cos(m/3) + isin(r/3) = cos(2m/6) + i sin(27/6) = €27/,

Es gilt schliesslich:
(cosgiw§5§)+ isin(27/5))2%°? = (cos(27/5) + isin(27/5))?0°2 ™45 = (cos(2m/5) + isin(27/5))? = (cos(4m/5) +
isin(4mw/5)).

(b) In Fr gilt 2% = 1 fiir alle  # 0 aus F7. Daraus folgt:

32002 _ 32002 mod 6 _ 34 _ 192 _ 92 _ 4 ip ..

(c) In Fagos gilt 2%°°% = 1 fiir alle 2 # 0 aus Fagg2. Daraus folgt:
22002 =1in onoz.

Der maple—"Check” fiir diese Berechnungen ist:

al := (-I)"2002 :
print( " al ist " , expand(al) );

a2 := expand( (1+I*sqrt(3))~2001 );
a2real := Re(a2) :
a2imag := Im(a2) :
print( (1+Ixsqrt(3))~2001 , " hat auch die Darstellung:" );
ifactor( al2real ) ,
" PLUS " ,
ifactor( simplify(a2imag/(I*sqrt(3))) ) ,
" MAL " ,
(I*sqrt(3));

a3 := ( cos( 2*Pi/5 ) +I*sin( 2xPi/5 ) )~2002 ; ## maple vereinfacht nicht.

b :

372002 mod 7 ;

[¢]
]

272002 mod 2003 ;

> al :

(-1)°2002 :

" al ist ", -1

> a2 := expand( (1+Ixsqrt(3))°2001 );



a2 := -22962613905485090484656664023553639680446354041773904009552854736515325227847406277\
13318972633012539836891929277974925546894237921726110662851862712333306370782599782906\
24560001377558296480089742857853980126972489563230927292776727894634052080932707941809\
99311632479761788925921124662329907232844394066536268833781796891701120475896961582811\
78018695530008580054334132516610440162644725625835225357666344131979907928362540435597\
16808084319706366503081778867804183841109915567179344078320163914433261165510760851167\
45203105669757283886410901783055156776525035087105760164568554163593090752436970229805\
8752

1/2 2001
1+13 ) , " hat auch die Darstellung:"

2001 1/2
- (2 , "PLUS ", O, " MAL ", I 3

2002
a3 := (cos(2/5 Pi) + I sin(2/5 Pi))

c =1
|
Aufgabe 2 Lisen Sie das Gleichungssystem
Tx1 + 2x2 + 4dxz3 = 1,
201 + 4xo + 4dxz3 = 1 s
4y + 220 + Txz = 1

in jedem der Korper Q,R, C,Fo,F3,Fr7,Faoo3.

LOSUNG: Wir berechnen in allen Korpern gleichzeitig die Determinante A des Gleichungssystems:

A= =7-4-7T4+2-2-4+2-2-4

FNENCERN
[ NI )
NN

—-7-2.2—-4-4-4-7-2-2
=196+ 16 + 16 — 28 — 64 — 28 = 108 .
Diese Determinante ist ungleich Null in jedem der Kérper: Q, R, C, F7, F2gos. Aus diesem Grund gibt es eine eindeutige

Loésung des Gleichungssystems in jedem dieser Kérpern. Wir finden die Lésung zuerst in diesen Korpern:
Um die Lésung mit den kramerschen Formeln zu geben, berechnen wir zuerst:

1 2 4 1 2 4
Ay:=11 4 2/=10 2 —-2/=6,
1 2 7 0 0 3
7 1 4 5 0 2 5 9
Ary:=12 1 2/=|2 1 2:‘2 5‘:217
4 1 7 2 0 5
7T 2 1 3 0 0
Az:=1(2 4 1/=|-2 2 0/=6
4 2 1 4 2 1
In jedem der obigen Korpern lautet also die Losung:
g o6 1 g2 21 _ 7 ga=Bs_ 6 1
'TA T 108 187 7 A T 108 36 T A T 108 18

e In den Korpern Q, R, C kénnen die obigen Ausdrucke nicht mehr vereinfacht werden.



Die einfachste Form der Lésung in Q, R, C ist also

1 .
T1=-—, To=— , T3 = — Lésung in Q,R,C

e In dem Korper F7 gilt % = 7 =2, 35 = 35 = 0. Die einfachste Form der L&sung in F7 ist also

1'1:2,1‘2:0,1‘3:2‘ Lésung in [Fr

e In dem Korper Fopo3 miissen wir vielleicht zuerst das inverse 31—6 von 36 einfacher ausdriicken. Dafiir berechnen wir in
Q zuerst die Kettenbruch-Darstellung der Zahl 2322, Dafiir berechnet man die folgenden Briiche:

2003/36 = [ 55 |+ 23/36 ;
36/23 =[1]+13/23;
23/13 =[1]+10/13 ;
13/10 =[1]+3/10;

10/3=[3]+1/3;
3/1=[3].

2003/36 = [55,1,1,1,3,3] .

(maple—Code dafiir: convert( 2003/36 , confrac ). Die Ubersetzung auf Englis(c)h des Begriffs “Kettenbruch” ist:
“continous fraction”.) Man berechnet dann den “approximierenden” Bruch zum Kettenbruch [55,1,1,1, 3] durch die
umgekehrte Prozedur:

es folgt die Darstellung:

14+1/3=4/3;
14+3/4=7/4;
14+4/7=11/7;
554 7/11 = 612/11 ;
Es gilt in Q dann: % - % = 36% Der Zshler 1 in 36}11 entsteht durch die Berechnung in Z:

11-2003 —36-612=1.

Modulo 2003 ergibt dies:
(36)_1 = _612 = 1392 in Fgoog .

Fiir die Lésung in F2003 berechnen wir dann in Fagos:
1/18 = 2/36 = 2 - (—612) = —1224 = 2003 — 1224 = 779 und
7/36 =7 (—612) = —4284 = 3 - 2003 — 1224 = 1725. Die einfachste Form der Lsung in Fago3 ist also

\ z1 =779, zo = 1725, x5 = 779 \ Lésung in Fa003
e Wir betrachten nun den Kérper 2. Das Gleichungssystem wird zu: { 1 =1, 0 =1, 23 =1 }. Es gibt keine L8sung,
da 0 # 1 ist.
e Wir betrachten nun den Korper Fs. Das Gleichungssystem wird zu: { z1 — 22 + 23 = 1, —21 + 22 — x3 =

1, x1 —x2+x3 =1 }. Es gibt keine Lésung, da 1 # —1 in F3 ist.
Der maple—Check:

with(linalg):

eql := 7*x1 + 2*%x2 + 4*x3 =1 ;
eq2 := 2*x1 + 4%x2 + 2*x3 =1 ;
eq3 := 4xx1 + 2%x2 + T*x3 =1 ;

print( "Die Loesung in Q,R,C ist: ",
solve( {eql,eq2,eq3} , {x1,x2,x3} )
)
print( "Die Loesung in F2 ist: ",
msolve( {eql,eq2,eq3} , 2 )
)

print( "Die Loesung in F3 ist: ",



msolve( {eql,eq2,eq3} , 3 )
)5
print( "Die Loesung in F7 ist: ",
msolve( {eql,eq2,eq3} , 7 )
)5
print( "Die Loesung in F2003 ist: ",
msolve( {eql,eq2,eq3} , 2003 )
)5
print( "Die Loesung mittels der kramerschen Formeln:" )
Delta := det( matrix( 3,3, [ [7,2,4], [2,4,2], [4,2,7]
Deltal := det( matrix( 3,3, [ [1,2,4], [1,4,2], [1,2,7]
Delta2 := det( matrix( 3,3, [ [7,1,4], [2,1,2], [4,1,7]
Delta3 := det( matrix( 3,3, [ [7,2,1], [2,4,1], [4,2,1]

Solutions := Deltal/Delta , Delta2/Delta , Delta3/Delta ;

Die Ergebnisse dieses Codes sind (ASCII-Format):

eql :=7 x1 +2x2+4x3=1
eq2 :=2x1 +4x2+2x3=1
eqd3 =4 x1 +2x2+7x3=1
"Die Loesung in Q,R,C ist: ", {x3 = 1/18, x2 = 7/36, x1 = 1/18}

"Die Loesung in F2 ist: "
"Die Loesung in F3 ist: "
"Die Loesung in F7 ist: ", {x2 = 0, x1 = 2, x3 = 2}
"Die Loesung in F2003 ist: ", {x3 = 779, x1 = 779, x2 = 1725}

"Die Loesung mittels der kramerschen Formeln:"

Delta := 108
Deltal := 6
Delta2 := 21
Delta3 := 6

Solutions := 1/18, 7/36, 1/18

Aufgabe 3 Berechnen Sie die Determinante der Matriz

22 22 oz 1
2
x T 1 T
Alz) = T 1 x oz
1 z 22 28

und losen Sie anschlieflend die Gleichung det A(z) = 0 in der Unbekannten x. In welchem der Korper Q, R, C,Fa, Fs, F7
gibt es genau eine Losung dieser Gleichung?

LOsuNG: Es gilt durch sukzessive Umformungen:

3 2

8

x
2
x

det A(z) :=

8.um]s
8 =

8 — 8
SIS
w

T
1



Wir nutzen den eingerahmten Eintrag um in der dritten Spalte zu eliminieren:

0 0 0 1—=z
] a2? x 1 T
z—z> 1-22 0 0
1—z* 2—2% 0 0
0 0 1—a? 3 9
=—lz—az* 1-2? 0 :_(1_x2)21:—x4 1_$3
1—z* z-—4° 0 -rorme

Wir haben dabei zuerst eine Entwicklung nach der 3. Spalte und anschlieBend nach der 1. Zeile. Wir kénnen im
letzten Ausdruck noch faktorisieren:

(142 z(1 — z?) 1—2?

=-( ) 1+ 22)(1—2%) 2z(1-—2?)
2 2.2 x 1

et R T M PP

= (=) (1=t ()
=(1-2)’=01—-2)A+x)?.

Die Gleichung det A(x) = 0 hat also nur die Lésungen 1, —1.

Nur in dem Korper Fa (unter den Kérpern Q, R, C, Fo, Fs, Fr) gilt 1 = —1.

Eine einzige Lésung der Gleichung det A(z) = 0 gibt es nur in Fs.

Der maple—Check:

with(linalg):

print( "Die gegebene Matrix A ist:" );

A := matrix( 4,4,

[ [x3, x°2, X, 1],
[ x2, X, 1, x1,
[ x, 1, x, x"21],
[ 1, =x,x2, x°3]
]
)
print( "Die Determinante der Matrix A ist:" , det(d) );
print( "oder in faktorisierter Form: ", factor(det(A)) );

Die Ergebnisse dieses Codes sind (ASCII-Format):

"Die gegebene Matrix A ist:"

[3 2 ]
[x X X 1]
]
[ 2 ]
[x X 1 x ]
A = ]
2]
[x 1 X x ]
]
2 3]
[1 X X x ]
6 4 2
"Die Determinante der Matrix A ist:", -x + 3 x -3 x +1
3 3
"oder in faktorisierter Form: "-x-1) x+1)
Aufgabe 4 Welcher ist der Rang der Matriz
4 1 5 3 6
A 3 5 24 -3 5 9
1 -4 —-19 6 1



LOsuNG: Das Gauss—Verfahren liefert nach wenigen Schritten:

4 5 36
3 5 24 -3 5
1 -4 =19 6 1
-1 -13 —-62 15 -3
4 1 5 3 6
17 0 ~18 —25
17 0 1 18 25
51 0 3 54 75
4 1 5 3 6
—-17 0 -1 —-18 =25
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Der Rang der gegebenen Matrix ist offensichtlich 2. |
Der maple—Check ist:
with(linalg):
A:=matrix( 4,5,
[
(4,1, 5 ,3 ,6 1,
[3, , 24 ,-3,5 1,
[1,-4,-19,6 ,1 1,
[ -1, -13, -62 , 15 , -3 ]
]
);
print("Der Rang von A ist: ", rank(A));
Die Ergebnisse sind:
[ 4 1 5 3 6]
[ ]
[3 5 24 -3 5]
A= [ ]
[1 -4 -19 6 1]
[ ]
[-1 -13 -62 15 -3]
"Der Rang von A ist: ", 2

Aufgabe 5 Man kann zeigen, dass die Untermenge von C
K:={z+iyV3 : z,yeQ}

mit den von C vererbten Operationen der Addition und Multiplikation von C ein Korper ist. Wir vergessen diese
reiche Struktur und betrachten K als Vektorraum tber Q.

Sei & € C die Nullstelle der Gleichung x® = 1, welche streng positiven Imagindranteil hat.

Bestimmen Sie £ und zeigen Sie £ € K.

Zeigen Sie, dass die “Vektoren” 1,& in K eine Basis B von K iiber Q bilden.

Welche ist die Matriz Mg(€) bzgl. der Basis B der linearen Abbildung L : K — K, welche durch Multiplikation
mit der Zahl & aus K gegeben ist:

K K
a L(o) :=ta

Welches ist das charakteristische Polynom von Mg(L) ¢

LOSUNG:
o Die Gleichung z® = 1 ist dquivalent zu (z — 1)(2® + x4 1) = 0. Die Nullstelle 1 kommt nicht in Frage fiir den £&~Wert,
da der Imagindranteil von 1 gleich Null (und nicht streng positiv) ist.



Die Gleichung (2® 4+ = + 1) = 0 hat zwei Nullstellen: (=14 1/=3)/2 = (=1 £ i1/3)/2. Es folgt:

 —1+4V3

¢ 2

Dieser Wert liegt offensichtlich in K.
o Jedes Element z + iyv/3 € K, x,y € Q, l3sst sich in Termen des Systems B = {1, &} einfach Q-linear kombinieren:
Es gilt zuerst V3 = 2¢ + 1, also:
rtiyV3=aty K+ =@+y- 1+ 2 - ¢
—_—— N~ =~
“Skalar” Vektor” “Skalar"  “Vektor”

So ist B = {1,&} ein Erzeugendensystem von K.
Die lineare Darstellung z’ - 1 + ¢’ - £ mit Skalaren z’, 3y’ € Q eines Elements aus K in Termen des Systems B = {1, ¢}
ist “offensichtlich” eindeutig:
Aus i -1+ yf -E=ah -1+ yb- € mit 24, 25,91, 95 € Q folgt:
I(@h -1+ -8 =(ws-1+y5- ) also
() 1) + S - €) = S(ah - 1) + S(gh - &) also
0+yi-S(€) =0+y2- () also
Y1 = y5. AnschlieBend folgt sofort z} = x5.
So ist B = {1,&} ein linear unabhingiges System von K.
Es folgt I3 Basis.

e Wir arbeiten des weiteren mit Spaltenvektoren {ﬂ welche sich ausschlieBlich auf die Basis B beziehen:
[m] steht fiir
Y
x - (Erster Basisvektor in B) 4+ y - (Zweiter Basisvektor in B) =z -1+ y-{ =2+ y€ .

Sei nun {ﬂ € Q? beliebig. Wir betrachten das folgende Diagramm:

. e [ BRED
R |
K—=K zolt+y-& E s gt yE) = (—y) 1+ (e —y) €

(Die Rechnung &(z+y¢) = éx+ &%y = €x+ (—1—&)y = (—y) -1+ (x —y)- € ist einfach. Wir haben dabei £2+£+1 =0
verwendet: £ ist die Nullstelle des Polynoms 2% + = + 1.) Aus dem obigen Diagramm folgt, dass die Matrix Mg (£) bzgl.
der Basis B der linearen Abbildung L : K — K die folgende ist:

Mp(€) = [(1) :ﬂ .

e Das charakteristische Polynom von Mp(&) ist:
AL

Aufgabe 6 Berechnen Sie die Eigenwerte und die Figenvektoren der Matrixz

3 2 7
A:=12 3 2
7 2 3
Warun sind die Eigenvektoren von A orthogonal zueinander ?
Finden Sie anschliefend eine invertierbare Matriz S mit S*S = E, so dass die Matriz S~ AS diagonalgestalt hat.

LOSUNG: Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom P4 () von A:
Pa(A) = det(AE — A) = (—1)* det(A — AE) = — det(A — AE)

3—X 2 7
=—| 2 3-x 2 |=-[B-N*+2-2.7+2-2.7-2:2.(3-0)—-2-2-3-XN-7-7T-3-))]
7 2 3-2)

=X>—9)\? — 30\ +88.



Man sucht des weiteren die Eigenwerte von A (die Nullstellen des charakteristischen Polynoms P4()\)) z.B. mit dem
Horner—Schema:

|1 -9 30 88
2 |1 -7 —44 [0]
—4 |1 -11 [o]
1|1 [o]

Die Eigenwerte sind also: A1 = 2, 2 = —4, A3 = 11:

with(linalg):
A:=matrix( 3,3,
[
[ 3,2,71,
[ 2,3,21,
[7,2,3]
]
)

charpoly(A,lambda) ;
eigenvalues(A);

Die Ergebnisse sind:

(3 2 7]
[ ]
A = [2 3 2]
[ ]
[7 2 3]
> charpoly(A,lambda) ;
3 2

lambda - 9 lambda - 30 lambda + 88

> eigenvalues(A);

2, -4, 11
Man berechnet leicht nun die folgenden Eigenvektoren:
1
e Zum Eigenwert A1 = 2 findet man z.B. den Eigenvektor v1 = | —4].

1
1
e Zum Eigenwert Ay = —4 findet man z.B. den Eigenvektor vo = | 0

2
e Zum Eigenwert A3 = 11 findet man z.B. den Eigenvektor v3 = [1].
2

Diese Eigenwerte sind offensichtlich orthogonal zueinander:

* *
vivr = 18 vive =0 vivs =0
vovy = 0 vov2 = 2 vovg = 0
v3vr =0 v3v2 = 0 v3v3 = 9

Dies liegt daran, dass S selbstadjungiert ( - fiir reelle Matrizen auch spiegelsymmetrisch bzgl. der Diagonale genannt —
) ist.
Eine Orthonormal-Basis von R?® (oder C?) ist dann nach Normierung gegeben durch die Vektoren {w1, w2, w3}

1 1

1 1
=—|-4]| ,
32 |

wp = —F——V1

V18

w lv ! 0 w v 1%
2 1= —=U2 = —= , 3 1= 2 = 5
vZTVZ 32

1
V9

Die gesuchte Matrix S besteht aus den Spaltenvektoren w1, wa, ws:

w
)
=
S
[ ¥]

S=|-

S

’)—‘
IR o= Wl

S
s



maple findet dhnliche Eigenvektoren:

eigenvectors(A);
> eigenvectors(4);
(11, 1, {02, 1, 2131,

(2, 1, {01, -4, 1131,

AnschlieBend iiberpriifen wir mit maple, ob S*S = F gilt:

with(linalg):

vl := matrix( 3,1, [ [11 , [-4] , [ 111 ) :
v2 := matrix( 3,1, [ [1]1 , [ 0] , [-11 1 ) :
v3 :=matrix( 3,1, [ [2] , [ 11 , [ 21 1) :

print( "v1,v2,v3 sind die Vektoren:", v1,v2,v3 );

wl := evalm( 1/sqrt(18) * vl ):
w2 := evalm( 1/sqrt(2) =* v2 ):
w3 := evalm( 1/3 * v3 ):

print( "wl,w2,w3 sind die Vektoren:", wl,w2,w3 );

S:= augment( wl,w2,w3) : # concatenate wl,w2,w3
print( "Die gesuchte Matrix S ist:", S );

print( " S8’ S ist: " , evalm( transpose(S) &* S ) );

Die Ergebnisse:

"vi,v2,v3 sind die Vektoren:",

"wl,w2,w3 sind die Vektoren:",

"Die gesuchte Matrix S ist:",

"S’ S ist:

Aufgabe 7 Sei (zn)n>0 die rekursiv definierte Folge:

ro:=1, x1: =7, x2:=7;

[ 1/2 1
[ 1/6 2 1
L ]
L 1/2],
[-2/32 1]
L ]
L 1/2 1
[ 1/6 2 ]
1/2

1/6 2

1/2
-2/32

1/2
1/6 2

L Y e T s B e T s B e B s W |

(1 0
, [0 1

0

-4, 1, {[-1, 0, 11}]

[ 11 [2]
[ 1 [1

, [ 0], [1]
[ 1 [1
[-11 [2]

[ 1/2 1]
[ 1/2 2 ]
[ ]
[ 0 1,
[ ]
[ 1/2]
[-1/22 1

1/2
1/2 2
0
1/2

-1/2 2

0]

]

0]

]

1]

Tn+3 = Tn+2 + 4xn+1 - 4"1]71 .

[2/3]
[ 1
[1/3]
[ 1
[2/3]
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Finden Sie eine explizite Formel fir (x,).

LOsSuNG:
Fir n € N betrachten wir den Spaltenvektor:
yn
Yo = |Ynt1
Yn+2

Dann kann man die Drei-Schritt—Rekursion von (z,) auf eine Ein—Schritt—Rekursion von (Y;) um formen:

Ynt1 0 1 0 UYn
Yot1 = |Ynt2| = 0 0 1| |ynt1| =AY, .
Yn+3 —4 4 1 Yn+2
Dabei ist A die Matrix:
0 1 0
A=]10 0 1
-4 4 1
Es folgt dann sorort fiir (Y;,) die Formel:
Y,=A"Y, .
Aus diesem Grund berechnen wir explizit A" fiir alle n € N.
e Das charakteristische Polynom von A ist:
with(linalg):
A:= matrix ( 3,3, [0,1,0, 0,0,1, -4,4,1] );
print( " Das charakteristische Polynom von A ist : ", charpoly(A,lambda) );
print( " Die Eigenwerte von A sind : ", eigenvalues(A) );
print( " Die Eigenvektoren von A sind : ", eigenvectors(A) );

o Wir finden eine Basiswechselmatrix S, so dass S~' AS dfiagonalgestalt hat: Sie hat als Spaltenvektoren die Eigenvek-
toren von A:

with(linalg):

A:= matrix ( 3,3, [0,1,0, 0,0,1, -4,4,1] ):

S := matrix( 3,3, [ 1,1,1, 1,2,-2, 1,4,4 1] ):

print( " Die Basiswechselmatrix S ist : " , S );

print( " Die inverse Matrix zu S ist : " , inverse(S) );

print( " Ist die folgende Matrix Lambda diagonal mit den EW als Diagonaleintraege 7" );
Lambda := evalm( inverse(S) &* A &x S ) ;

Die Ergebnisse sind:

[1 1 1]
[ ]
" Die Basiswechselmatrix S ist : ", [1 2 -2]
[ ]
[1 4 4]
[4/3 0 -1/3]
L ]
" Die inverse Matrix zu S ist : ", [-1/2 1/4 1/4 ]
L ]
[1/6 -1/4 1/12]

" Ist die folgende Matrix Lambda diagonal mit den EW als Diagonaleintraege 7"

[1 0 0]

]

Lambda := [0 2 0]
1

[o 0 -2]

e Sei A die Diagonalmatrix mit den Eintrigen 1,2, —2 (in dieser Reihenfolge). Es folgt aus S™'AS = A sofort:
A= SAS™! und weiter:
A" =SA"STH.
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with(linalg):

A:= matrix ( 3,3, [0,1,0, 0,0,1, -4,4,1] ):

S := matrix( 3,3, [ 1,1,1, 1,2,-2, 1,4,4 1] ):
LambdaTO_n_th_Power := matrix ( 3,3, [1,0,0, 0,2°n,0, 0,0,(-2)"n] ):
print( "Die Formel fuer A hoch n ist:" );

evalm( S &* LambdaTO_n_th_Power &* inverse(S) );

YO := matrix( 3,1, [1,7,7] );

print( "Die Formel fuer Yn ist:" );

Yn := evalm( S &* LambdaTO_n_th_Power &* inverse(S) &* YO);
print( "Die Formel fuer xn ist schliesslich:" );

xn := Yn[1,1];

Dies ergibt:

"Die Formel fuer A hoch n ist:"

print( "Die Formel fuer xn ist schliesslich:" );
> evalm( S &* LambdaTO_n_th_Power &* inverse(S) );xn := Yn[1,1];

[ n n n n n n]
[4/3 - 1/2 2 + 1/6 (-2) 1/4 2 - 1/4 (-2) -1/3 +1/4 2 + 1/12 (-2) 1]
[ ]
[ n n n n n n ]
[ 4/3 -2 -1/3 (-2) 1/2 2 + 1/2 (-2) -1/3 +1/2 2 -1/6 (-2) 1]
[ ]
[ n n n n n n ]
[ 4/3 - 22 + 2/3 (-2) 2 - (-2) -1/3 +2 + 1/3 (-2) ]
> Y0 := matrix( 3,1, [1,7,7]1 );

[1]

[]

YO := [7]

[1]

[7]

> print( "Die Formel fuer Yn ist:" );
"Die Formel fuer Yn ist:"

> Yn := evalm( S &* LambdaTO_n_th_Power &* inverse(S) &* Y0);

[ n n ]
[-1+32 - (2) 1]
[ 1
Yn := [ n n ]
[-1+62 +2 (-2) 1
[ 1
[ n n]
[-1+122 -4 (-2) ]

> print( "Die Formel fuer xn ist schliesslich:" );
"Die Formel fuer xn ist schliesslich:"

> xn := Yn[1,1];

xn := -1 +32 - (-2)

Aufgabe 8 Sei A € M, »(R) die Matriz mit den Eintrigen a;; = 2 fir i = 1,..,n und a;;—1 = ai—1,; = 1 fiir
i =2,..,n und den sonstigen FEintrigen gleich Null. Bestimmen Sie den Rang von A.

LOSUNG:



Sei A, (statt einfach nur A) die n X n Matrix mit Eintrdgen in R aus der Aufgabenstellung:

2 1 0 0 0 0
12 1 0 0 0
0 1 2 1 )
A, =
0 0 1 2 0 o0
00 0 0 2 1
Lo o o0 o 12 A
Sei A, die Determinante der obigen Matrix:
A, :=det A, .

Auch wenn die Aufgabe weniger verlangt, beweisen wir die Aussage der folgenden
Behauptung: Die Folge von reellen Zahlen (Ay),>1 erfiillt die Rekursion:

A, =2A,_1—An_2 fiirn >3, A1:2,A2:3.
Fiir A, ergibt sich daraus (durch vollstédndige Induktion) die Formel:

Ap=(n+1).

Insbesondere ist der Rang der Matrix A,, maximal gleich zu n, da det A, # 0 in R ist.

12

Beweis der Behauptung: Sei n > 3. Wir beweisen zuerst die Rekursion—Formel fiir (Ay),>1. Die Entwicklung nach

der ersten Zeile liefert:

2 1 0 O 0o 0
1 2 1 0 0o o0
o 1 2 1 (O]
A =det A, =
" " 00 1 2 0 0
0O 0 0 o 2 1
-0 0 0 O 1 2 -
2 1 0 (V] 1 1 0 0o 0
1 2 1 0o 0 o 2 1 0o 0
=9 o 1 2 0o 0 —1 o 1 2 0o 0
0 0 0 -2 1 0 0 0 -2 1
0o o o -1 2- -0 0 0 -1 2 -
Determinante einer (n — 1) X (n — 1) Matrix Determinante einer (n — 1) X (n — 1) Matrix
2 1 0 0o o0 B 7]
2 1 0 0
1 2 1 0o O0
1 2 0o 0
=9 o 1 2 0o 0 —1-1
) 0 o 2 1
o o o -2 1
) Lo o 1 2 A
-0 o o -1 2-

Determinante einer (n — 1) X (n — 1) Matrix

== 2An—1 - An—2 .

Determinante einer (n — 2) X (n — 2) Matrix
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1
0
. 0
(Beim vorletzten Ubergang haben wir eine Entwicklung nach der ersten Spalte | | durchgefiihrt.)
0
0
Die zwei Berechnungen A; = det 2] =2, A, =21 =2-2—-1-1=3 sind einfach.
—~
1 X1 matrix

Sei P, : n > 1, die folgende logische Aussage/Proposition:
P,:=[Firallek:1<k<n, glt:Ar=(k+1)].

Die Propositionen P; und P, sind wahr.
Wir nehmen nun induktiv an, dass fiir ein festes n > 3 die Proposition P,, wahr ist.
Wir zeigen, dass die Proposition P41 wahr ist. Dafiir reicht es zu zeigen, dass gilt: Ap41 = (n+1) + 1Lt

Apt1 =20, —Apy wegen der Rekursion—Formel. . .
=2n+1)—((n—1)+1) wegen der Induktionsannahme “P,, wahr”. ..
=2n+1)—-n=n+2=(n+1)+1.

Durch das Prinzip der vollstindigen Induktion ist die Aussage P(n) fiir alle n > 1 wahr.
Fazit: Die Matrix A,, hat maximalen Ranf n, da in R gilt: det A,, = A, = (n+ 1) #0. [ |

Einige Computer—Spiele zu diesen Berechnungen:

## Definiere die nxn Matrix A in einer Prozedur:
with(linalg):
A := proc(n) local i,j,B;
B:=matrix(n,n);
for i from 1 to n do
for j from 1 to n do
if (i=j )
then B[i,j] := 2;
else
if ( abs(i-j)=1
then B[i,j]
else B[i,j]
end if;
end if;
od;
od;
return B;
end;
## prozedur ENDE
## Zum Beispiel ist A(6) die folgende Matrix:
print (A(6));
## Die Determinante von A(6) ist:
det(A(6));

nn o~

Die Ergebnisse sind:

> print (A(6));

[ ]
[1 2 1 0 0 0]
[ ]
[0 1 2 1 0 0]
[ ]
[o 0 1 2 1 0]
[ ]
[o 0 0 1 2 1]
[ ]

> ## Die Determinante von A(6) ist:
> det(A(6));



