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|. EinfUhrung
|.1. Motivation und Plan

Hauptaufgaben der Informatik

1) Redlitétsnahe, computergerechte Modellierung
2) Konstruktion von Maschinen, die die Umsetzung der Modelle nachprifbar unterstiitzen

Konkrete Fragen der Vorlesung

Wie muss eine Sprache aussehen, die der Computer ,, verstehen® kann

Wie muss eine Maschine aussehen, die eine Sprache ,, verstehen® kann

Welche Schritte sind nétig, um aus einer ,, hheren Programmiersprache Maschinencode
zu konstruieren

|.2. Grundlegende Definitionen
[.2.1. Definition Worte

a) Ein Alphabet ist eine endliche Menge von beliebigen Zeichen.
Bsp.: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, {0,1}, ASCII-Code
Notation: typischerweiseist Sigma (X) ein Alphabet
Typischerweise sind a, b, ¢, d, ... Elemente aus X, die sogenannten Buchstaben oder Sym-
bole

b) Ein Wort Uber X ist eine endliche Folge von Buchstaben aus X.
Bsp.: Sei ¥={a, b}, dannist abbaein Wort Uber =
Notation: typischerweise sind x, y, z Worte Uber einen Alphabet

c) Die Lange eines Wortes x ist die Anzahl der Buchstaben in x.
Bsp.: abba hat die Lange 4
Notation: [X| bezeichnet die Lénge von x

d) Es gibt genau ein Wort der Lange O Uber X, dasleere Wort.
Notation: Epsilon (g) ist dasleere Wort 2 |¢| =0

€) Worte der Lange u, die aus dem gleichen Buchstaben bestehen, werden mit a" bezeichnet.
Sie sind induktiv definiert durch:
0 _
=&
n+l _

ad"=da
Bsp.: a = aaaaa

f) Die Menge aller Worte tber einen Alphabet ¥ wird mit X" bezeichnet
Bsp.: {ab} ={e, a b, aa, ab, ba, bb, aaa, aab, aba, abb, baa, ...}
{a4"={d'|n>0)
IstE=¢,soistd ={¢e}

g) Die Operation Konkatenation fugt zwei Worte zusammen, indem sie zwei Worte hinter-
einander schreibt
Bsp.: aba - ababba
bba
Notation: xy ist die Konkatenation der Worte x und y
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Satz 1.2.1. Eigenschaften der Konkatenation

Seien x, y, z Worte Uber einen beliebigen Alphabet
Esgilt: a) die Konkatenation ist assoziativ =2 (xy)z = x(yz)
b) das Leere Wort ist die Identitét der Konkatenation - ex = xe = X
c) die Konkatenation ist Langenadditiv = |xy| = |x| + |y|
insbesondere gilt: d"a"' = d™" vn,m>0

|.2.2. Definitionen

a) Wir schreiben x" furr das Wort, das entsteht, wenn n Kopien konkateniert werden.
Formal ist x" definiert durch: ~ x%=g, x™" =x"x
Bsp.: (asb)® = aabaabaabaabaab

(aab)’ = ¢

b)SeiaeTundx e ¥
Wir schreiben #a(x) fur die Anzahl der asin x
Bsp.: #0(00110101000) = 7

c) Ein Préafix von x ist ein initiales Teilwort von x.
Formal: vy ist Préfix von x, fallses ein Wort z gibt, so dass x=yz
e ist Prafix von jedem Wort
X ist Préfix von x
Bsp.: abaab ist Prafix von abaababab
Ein Préfix ist ein echtes Préfix von x, falsy Préfix von x istundy # e und y # z

1.2.3 Definition Operation auf Mengen

a) Mengen — Vereinigung
seien A, B Teilmengen von Worten tiber =
2> AvB={x|xeAoder x € B}

b) Mengen — Durchschnitt
2> AAB={x|xeAundx e B}

c) Komplement in 3
A={xeX |x¢A}

d) Mengen — Konkatenation
AB={xy|x e Aundy € B}
Bsp.: {a, ab}{b, ba} ={ab, aba, abb, abba}

€) Mengen — Potenz
A®={g}, A™I=AA"
Bsp.: {ab,aab}’=¢
{ab,aab}* = { ab,aab}
{ ab,aab} ? = { abab, abaab, aabab, aabaab}
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f) Stern — Operator
= v A"=AV ALV AT L VAT
=0

Alternative Definitionen
A" = {X1X2,..Xn | V¥ N> 0und x; € A, 1<i<n}
Beachte: dan auch 0 sein kann, gilt insbesondere, dasse € A’ fiir jedes A

g) Plus— Operator
A"=AA = v A"
EO
A" bezeichnet die pos. Potenzen von A

Satz 1.2.2 Gesetze auf Mengenoper ationen

a (AvB)vC =Av(BvC
(AAB)AC =AA(BAC)
(AB)C =A(BC)

b) AvB =BVA
AAB =BAA
AB #BA

c) Avo=ovA=A
{e}A=A{e} =A
OA =Ad=A

d AvBAC)=(AVvB)A(AVC
AABvC)=(AAB)V(AACQC)
AB v C)=(AB) v (AC)

e (AvB)=(A A B)
(AAB) = (A v B)

fy AA =A"
(A) =A
A" ={e} VAA ={g} VA'A
¢ ={g}
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II. Endliche Automaten und Regulére Sprachen
[1.1. Motivation

Der Zustand eines Systems beschreibt einen Schnappschuss des Systems zu einem definierten
Zeitpunkt

Er enthélt Informationen, die notwendig sind, um zu entscheiden, wie sich das System weiter-
entwickelt.

Transitionen definieren den Zustandwechsel

Bsp.: Schaltkreise
Digitaluhren
Aufziige
Rubik’s Cube (54!/9!° Zustande, 12 Transitionen)
Eight Puzzle

Ein System mit endlich vielen Zustdnden und Transitionen wird in der mathematischen Abs-
traktion als endlicher Automat bezeichnet.

[1.2. Deterministische Endliche Automaten (DEAS)

Ein DEA ist ein 5-Tupel (Q, Z, 3, s, F) mit:
Q aseine endliche Menge von Zusténden
¥ asein endliches Alphabet
3: Qx X > QistdieTransitionsfunktionmitV ge QVaeXidq e Qmitd(qa =q
s € Q—der (eindeutige) Startzustand
F < Q asdie Menge der akzeptierenden Zustande (Endzustande)

[1.2.1 Beispiel

Sei M={Q, Z, 3, s, F) ein DEA mit:
Q={01,2,3},x={ab},s=0,F={3} und
8(0,@ =1,5(1,8 =2,8(2,8 =3,5(38 =3,5(0,b) =q, V q € {0,1,2,3}

Alternative Darstellungen fur &:

Ubergangstabelle: s la |b
0|1 |0
112 |1
2 13 |2
313 1|3
Ubergangsdiagramm: b b b alb
a a a
0 1 2 3
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Arbeitsweise eines DEAS;

X =abagba e’
Zustand: 011233 € F?? - ja, aso wird Wort akzeptiert

X = abba ey
Zustand: 01112 € F?? - nein, aso wird Wort nicht akzeptiert

- Wort braucht mindestens 3 & s um vom DEA akzeptiert zu werden

11.2.2 Definitionen

a)Se 8:Qx2 >Q

mit 81(q,8) =q
81(q,Xa) = 8(81(q,X),a)
Bsp.: wl = baa
81(0,baa) = 8(51(0,ba),a)
= 6(5(51(0,b),a),a)
= 8(5(3(81(0,¢),b),a),a)
= §(5(5(0,b),a),a)
=06(5(0,8),a)
=8(3(1,a)
=2

b) Ein Wort x € 3" wird von einem DEA M akzeptiert, falls 81(sx) € F
c) Ein Wort x € =" wird von einem DEA M abgelehnt, falls 81(s,x) ¢ F

d) DieMengeL(M) ={ x € £) | 81(sx) € F} enthélt alle Worte, die von einem DEA M ak-
zeptiert werden
L(M) heil¥ die Sprache, die von M akzeptiert wird.

e) Eine Teilmenge A — 3 heif’t regular, falls A = L(M) fiir einen DEA M.
Bsp.: Die Sprache, dievon M aus Beispiel 11.2.1 akzeptiert wird, ist {x € {ab} " | x enthalt
mind. 3a's}.
Diese Menge st regular.

[1.2.2 Beispiel:

Sei A={xaaay | x.y € {ab}}

Frage: Ist A regular?

DefiniereM ={ Q, %, 9, s, F) mit
Q={0,1,23}, X ={ab}, S=0, F={3} und

WIWIN|FD
WO |0|0|T

d
0
1
2
3
Formal misste bewiesen werden, dass A=L(M) bzw. dassA <L(M) und A > L(M)
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Satz 11.2.2 Regularitét

a) Ist T ein endliches Alphabet, soist " regul&r

b) Ist A eine endliche Menge von Worten Uber einem endlichen Alphabet %, soist A regulér
c) Sind A,B regulére Sprachen tber einem endlichen Alphabet X, so ist A A B ebenfalls regu-

l&r
Beweisidee fir ¢)

A, B sind regul&r

IAM1={Q1, Z, 81, S1, F1} und I Mz ={ Q,,%, 82, 5,2} sodass A= L(M1) und B = L(My)

Konstruiere M3, sodassL(M3) =A A B

M3 = {Qg, 2, 83, S3, F3) mit
Q=Qui X Q2={(p.g) | p € Quund g=Q2}
Fs=FixF={(pq) |pe Fundqe F}

S = (S1,%2)

83 = Q3 X Z 2 Q3 mit 85((p,q),d) = (81(p.a), 52(q,a))

Bsp.:Sei A ={x e {ab} |[x| <2} und
B={x e{ab} | x enthalt zwei aufeinaderfolgende a' s}

M. alb alb alb @
a ® ad ad

2

1 3 4
b
1 2 3
b

(L1)

(2.2)

(2.1)

(1.2

(2.3

(2.1)

(13

(2.1)

(2.3

(2.3

(22)

(2:3)

3.1

(32

(33

(4.1)

(4.2)

(4.3)
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I1.3 Nichtdeter ministische Endliche Automaten (NEAS)

Haufig lasst sich ein endlicher Automat fiir eine Sprache einfacher konstruieren, wenn man
Grundregeln der Definitionen verletzt.

Bsp: A = {ab,ac,abc}

a__pe—D e

i ——po—C—pe

a__pgD o C o

B ={x e (0,1) | der fiinfte Buchstabe von rechtsin x ist eine 1}

0 1 2 3 4 5

11010010 € B
11000010 ¢ B

Beide Automaten verletzen den Determinismus. Im ersten Schritt wird geraten, welcher Weg
eingeschlagen werden soll.

Solche Automaten heil3en nichtdeterministische endliche Automaten. Sie akzeptieren ein
Wort, wenn es einen Weg von einem Startzustand zu einem Endzustand gibt (1) auf dem das
Wort abgearbeitet werden kann.

11.3.1 Definitionen NEA

a) einNEA istein5-Tupel N ={Q,X,A,SF}
Q: eine Menge von Zustanden
> ein endliches Alphabet
Sc Qist die Menge der Startzustande
F < Qist die Menge der Endzusténde
A: Qx> 2° wobe °={P|PcQ}

Intuitiv liefert A(p,a) die Menge von Zustanden, die von p aus nach Abarbeitung von a er-
reichbar sind.

b) Ai:2%x3 > 2%
Al(p,S) =P
Al(l:)1xa) = qe H(P,X) A(q!a)

c) Ein NEA N akzeptiertx € ¥, falls
Al(S,X) AF#0

d.h.3qe F,sodassq € A1(Sx)

d.h. x wird akzeptiert, wenn es von (irgend) einem Startzustand in einen Endzustand ge-
fuhrt werden kann
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Satzl1.3.1

Zu jedem DEA M gibt eseinen NEA N mit L(M) = L(N)
Beweis: Sel M ={Q,2,5,5,F} soist N={Q,Z,A,{s},F) mit A(p,a) = {5(p,a)} der gesuchte NEA

Stz11.3.2

Zu jedem NEA N gibt es (mindestens) einen DEA M mit L(N) = L(M)
Bewelis: S% N ={Qn,2Z,An,SnFn} so konstruiere M = {Qm,Z,0m,Sm,Fm} mit:
Qm=2"
Fn={Pc Qn|PAF,=®}
dm (P,@) = An (P,
Sn=Sy

[Beweis durch Beispiel]
[1.3.1 Beispiel

Sel N: N akzeptiert die Sprache A = {x € {0,1} | Das 2. Symbol vonrechtsinx ist eine, 1}

i

p q r
Konstruiere 2% {®, {p}, {a}, {r}, {pa}, {pr}, {ar}, {par}} und daraus den DEA

R 0 1
a | o D wird nie erreicht
b [{p [{p} |{pa} /‘
€ | gt + At wird nie erreicht
d | D D b wird nie erreicht
e |{pgt [{pr} [{par} /‘
f [ {pr} |{p} |{pq}
g | fa+ £} {rr wird nie erreicht
h [{par} |{pr} |{par}

-> Optimierte Zustandstabelle:

>~ oD |T|>
o |™|T|O
>0 (S|

- vorletztes Zeichen muss,1’ sein: h = f: h kann nur Uber ,1’ erreicht werden
e—> fund e > h: ekann nur Uber ,1’" erreicht werden
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1.4 Das Pumping—LEMMA
Auftrag: Zeigen Sie, dass A = {ah" (n> 0)} nicht regular ist

Idee: Als Widerspruchsbeweis > Annahme: A ist reguldr > 3 M mit L(M) = A
Sei k ={Q} die Anzahl der Zustdnde von M und n >> k

Betrachte d'b™  asaaaaaaaaaaaaabbbbbbbbbbbbbbb
u f Vv f w
S P P r
Dan>>k 3 g e Q, sodassp mindestens 2 mal , besucht’ wird

far [v|=0
di(su) =p d1(Su) =p
81(p’V) =p 61(p!W) =reF

di(pw)=reF _
uvw wird akzeptiert  ABER: uw =a"b", fals|v|=j und uw ¢ A

- Alsoist A nicht regul&r

Satz 11.4.1 Pumping-Lemma

Sei A eineregulare Menge

Esgilt: 3k>0V x,y,zmitxyz e A und |y| >k
gibt eseinuvw mity =uvw, v ¢ ¢
Vi>0xuwwz e A

Anwendung des Satzes als Contraposition:
Satzl1.4.2

Sei A eine beliebige Menge von Worten
Wenn VYV k>03xy,zmitxyze A, ly|>k
und VY uvw mity =uvw, v € ¢

3i>0, sodassxuv'wz ¢ A
dannist A nicht regulér

Informell: Es gibt EA’s mit ~ - Ubergangen (Blank — Ubergange, auch e-Ubergange), bei de-
nen in andere Zustéande , gesprungen’ werden kann. Sie sind &quivalent zu DEA’sund NEA’s
Beispid:

a

e L(M)={a, aa, asa, acaa)
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I11. Formale Sprachen
[11.1 Rechtdlineare Sprachen

Die EA’s arbeiten Worte ab. Sie akzeptieren Worte. Sie erkennen Sprachen.
Frage: Wie kénnen Sprachen erzeugt werden?

111.1.1. Definition

a) Einerechtdineare Grammatik (RLG) ist ein 4-Tupel G=(N,Z,P,S)

mit N: einer endlichen Menge von Zeichen
>: einer endlichen Menge von Zeichen; =N (oder: NAZ=¢)
P: eine Teilmengevon (N x 2°) v (N x £'N)
S e N ist das Startsymbol

Notationen:
- Die Elemente aus N heif3en ,, Nichtterminale® und werden typischerweise mit
A,B,C,S,... bezeichnet

- Y ist die Menge der , Terminalen” Symbole
typisch: a,b,c,0,1,

- Pist die Menge von Produktionsregeln. Zum besseren Verstandnis schreiben wir
A-> x datt  (AX)
B-> xC (B,xC)
Oft schreiben wir A>aa | bB | afir die 3 Regeln A>aa; A>bB; A>a

b) Seien a,p € (NvE)
B heif3t ableitbar aus o in einen Schritt mit der Grammatik G
falses3 ag,00 € (NVE) und3 A > yausP
mit o = auAoz und B = B1yP2
B entsteht aus a. durch Ersetzen eines Nichtterminalen geméal3 einer Produktionsregel

1
Ist B aus o in einem Schritt mit der Regel aus G ableitbar, so schreiben wir o 2 B

*

1
C) 2 ist der reflexive und transitive Abschluss von 2 definiert durch:

0
o> o furadlea € (NvX)

n+1 n

1
o> B, falls3 y mit o E)yundy?[}
o> B, fallses3 n> 0 gibt mit o 2 B

d) Ein Wort o € (NvZ)" heif’t , giltige Form*, falls S 2 o0 heil3t , Satzform®, fallsa eine
,giltige Form* istund a. € 3" gilt.
e) Die Sprache L(G)={ x e X |S 2 x} heifd , die durch G erzeugte Sprache"

L(G) heilt rechtdlinear, wenn G eine rechtsineare Grammeatik ist.
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Beispid:
Seé G={N,ZP,S} mitN={SA,B},>={ab} undP={S> aA, A > ¢[aA|bB, B > &|bB}

1 1
S—>aA —a
G G
1 1
z)aaA E)aa|aaaA|aabB
1 1
z)abB z)ab|abbB

Esgiltasoz.B. S 2 abbB; aaAbb ist dagegen keine gultige Satzform

L(G)={ ab™|n>0, m=> 0}

Bemerkungen:

- Eine Charakteristik der rechtslinearen Sprache ist, dass Nichtterminale in den gultigen For-
men immer ganz rechts stehen. Die Worte werden also von links nach rechts erzeugt.

- Wird behauptet, dass L(G) = L, so musste formal gezeigt werden, dassL(G) < L und

L c L(G) ist, aso dassjedes x, das durch G erzeugt wird, in L liegt und jedesx € L
durch G erzeugt werden kann.

Bsp.: Konstruiere fiir L = {x e {a,b} | |x| > 2} eine rechtslineare Grammatik mit L = L(G)
G ={N,Z,P,S} mit

1 1
N ={SA}, T ={ab} undP={ S— aaA | abA | baA |bba A — aA |bA |5}

Behauptung: L = L(G)
1. Sexe L(G)%Sé X, nunistzuzeigen,dasstrSé a:ae{xy|xe
{aa,ab,babb} undy € =" v =*A}
2. S8 x € L 2 [X] > 2, Zeige mit Induktion nach [x|, dass S E) X gilt.

Satzlll11
Ist L eine endliche Sprache Uber einem Alphabet X, so gibt es eine rechtdineare Grammatik G
mit L(G) =L

d.h. jede endliche Sprache ist rechtslinear
Beweis: Sei L endlich: L = {X1,X2,....xn}, dannist G= ({S}, Z,{S > x| 0<i < n},S} diege-
suchte rechtslineare Grammatik.

Alternative Grammatiktypen, die die gleiche Sprachklasse erzeugen:
Typ P-Form
rechtslinear A > xB,A>X
streng rechtslinear A->aB A>c¢
linkslinear A 2> Bx,A>X
streng linkslinear A>BaA>c¢
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Stz 11.1.2
Sei L eine beliebige Sprache Uber einem Alphabet X. L ist genau dann regulér, wenn sie
rechtdinear ist.

Beweis[ldee mit Beispiel]:

»<=":Sa L =L(G) fur einerechtdineare Grammatik G=(N, Z, P, S). Konstruiere einen NEA
mit ~ Transitionen, so dass L(G) = L(M)
M =(Q.X, A, [9], {[€]}) mit A wiefolgt:
1. Ist A € N (Nichtterminal), soist A([A],~) ={[a] | A 2 o € P}
2.1staeTunda € £ v E'N, dannist A(ac],a) = {[a]})
* 1

zuzeigen wére: [a] e Ay([S],w) genau dannwenn S — XA — xya. mit
A = yo € Pund xy = w oder
w=¢gfdlsa=S
Im Beispiel: Sei L ={0, 0(10) '}
G=({SA},{0,1},{S>0A, A > 10A | falsa}, S) erzeugt L
Mo g—=—»[0n]
SZ

0

1l A——
EZ

v
10A]
ist der gesuchte NEA mit ~Transitionen

=" Sal L =L(M) fur einen DEA M ={Q,Z,3,00,F}

Fall:go¢ F
Konstruiere G ={Q, £, P, qo) mit P={p > aq | 3(p,a) = a} v{p > a|d(p.a) € F}
zu zeigen wére: 81(do,X) € F genau dann wenn g 2 X

Fal2:qo e F
wieFal 1+ ErweitereGzuG ={Q Vv {S}, %, Pv{S> qu| ¢}, )
G’ istrechtdinear und L(G’) = L(G) v { &}

Im Beispid:
M akzeptiert L ={0(10)*}

p>aq|d(pa)=q p->als(pa) ek

Qo> Ooullgs |0
> Ogs|loe
> O llgs |0
> Ooz|lgs
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[11.2 Kontextfreie Sprachen

Wegen des Pumping-Lemmas gibt es also keine rechtdineare Grammatik fur
zB.L={ab"|n>0}

111.2.1. Definition Kontextfreie Grammatik

Eine Kontextfreie Grammatik ist ein 4-Tupel G = (N, X, P, S) mit N, X, Swie bei den rechts-
linearen Grammatiken und P eine endliche Teilmengevon N x (N v %)’
Beispie: G=({S},{ab},P,S mitP={S-> aSh, S ¢} < erzeugt L ={a" |n>0)

111.2.2. Definition Chomsky-Normalform (CNF)

Eine kontextfreie Spracheist in CNF, falls alle Produktionsregeln die Form A - BC oder A
> ahaben (A, B,C, e Nundae 3)

Stzlll.2.1.

Fir jede kontextfreie Grammatik G gibt es eine kontextfrele Grammatik G’ in CNF, so dass
L(G)=L(G)\{¢}
Beweisidee: Transformiere Gin G’, so dass G’ in CNF
1. Setze P = P und wiederhole die Schritte i) und ii) bissich P’ nicht mehr verandert
i) € - Reduktion
IsA > oaBB e PundB 2> ¢ e Poist A 2 aff ausP
ii) EINER — Reduktion
IsA>BePundB>oaePsoistA > aausP

2. Entfernedle A 2> ¢und A > B
Esgilt: L(G') =L(G) \{¢&}

3.P v{Aa~> a|Vae X} (fur jedes Terminalsymbol wird ein Nichtterminalsymbol er-
zeugt)

4.1st A 2 ain P, so ersetze o durch o, indem jedes Vorkommen von . € X in a durch
A ersetzt wird (S > aBaCb wird zu S > A.BALCAy)

5. Alle Produktionen in P haben die Form A = o oder A = B1B2Bs...Bi (k> 2)
istk > 2, so ersetze A 2 B1B-Bs...Bc durch A = B,C, C = B,Bs...Bk fir ein neues
Symbol C

6. Wiederhole 5. bisk = 2 fur alle Regeln A & B1B,B;...Bx = Die so entstandene Gram-
matik G’ istin CNFund esgilt L(G’) =L(G) \ {&}

Beispiel: S> ash | ¢

1. i)S—>aSh|ab]|e

ii) keine EINER-Regel zu bearbeiten
S—>aSbh|ab
S>aSh|ab,Aa2>a A, 2D

S-> AaSAb|AaAb,Aaéa,Ab9b

S-> AaC|AaAb,Aa9a,Ab9b,C98Ab

gagkrwd

Zur Darstellung der Ableitungen werden haufig Ableitungsbaume (Parse-Trees) benutzt
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Beispiel: Ableitungsbaum fiir a*b* mit Hilfe obiger Grammatik

S>AC|AB,A>aB->bC>SB

Ableitungsbaume werden zur Feststellung der syntaktischen Korrektheit von Programmen
eingesetzt. Ferner dienen sie zum Nachweis des Pumping-Lemmas fur kontextfreie
Sprachen. Zu einem Ableitungsbaum kann es verschiedene Ableitungen geben

1 1 1 1 1 1
Typisch sind: Linksableitungen: S 2 AC 2 aC 2 aSB 2 aACB 2 aaCB 2 aaSBB
1 1 1 1
2 aaACBBB 2 aaaCBBB 22 aaaabbbb
1 1 1 1 1 1
Rechtsableitungen:S 2 AC 2 ASB 2 ASb 2 AACD 2 AASBD 2

1 1 1
AASbb Z) AAACbb ? ? aaszabbbb
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1.3 Kellerautomaten

Intuitiv ist ein Kellerautomat ein EA mit zusétzlichen Speicher, dem Keller. Der Keller funk-
tioniert nach dem LIFO-Prinzip (LastInFirstOut - Stack)

[11.3.1 Definition Kellerautomat
a) ein nichtdeterministischer Kellerautomat (NKA) ist ein 7-Tupe!:
M={Q,%T,3,s, L, F} mit
Q: eine endliche Menge von Zusténden
> ein endliches Eingabeal phabet
I': ein endliches Kélleral phabet
8: eine endliche Anzahl von Transitionen: 5 = (Qx (£ v {&} xI) x (QxT")
1 e I': dasinitiale Kellersymbol
F < Q: die akzeptierenden Zustande
Sc Q: der Startzustand
((p,a,A),(0,B1Bx...By)) bedeutet:
Ist M im Zustand p und a das aktuelle Eingabesymbol und ist A das oberste Kellersymbol, so
gehein Zustand g und ersetze A durch B;1B....Bx.
((p.&,A),(9,B1Bz2...Bk)): wie oben, nur das keine Eingabe verarbeitet wird

b) eine Konfiguration ist ein Tripel Q x " x I die den aktuellen Zustand des Kellerautoma-
ten beschreibt

z.B. (g,a...an, B1...Bx L)
(s,x,L) ist die Startkonfiguration

c) Ein NKA M akzeptiert Eingabe x, falls (s,x,L) ’Ye (0, & 7)firqge Fundy e I
Alternativ:
Ein NKA M akzeptiert Eingabe x mit leerem Kéeller, falls (s,x,.L) = (g.e,e) firge Q

Beide Varianten sind &quivaent. Wir geben die jewellige Variante an.

[11.3.1 Beispiel

Se Q={q},Z={<>}, T ={L, <}, s=q,initidles Kellersymbol: L, F = ¢, NKA akzeptiert
mit leeren Keller
6 =((a,<,1),(a<)
((9,>,<).(q.¢))
((0,<,9,(0,<<))
((a.e,1).(a:¢))

SatzI11.3.1

Sei L eine Sprache Uber

L ist genau dann kontextfrei (d.h. wird von einer kontextfreien Grammatik erzeugt), wenn L
von einem NKA akzeptiert wird
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[11.3.2 Definition deterministischer KA (DKA)
Ein NKA heil3 DKA, falls
1. esgenau eine Transition fir jede mogliche Situation (Konfiguration) gibt.

d.h. ((p,aA),(q,p)) oder ((p,e,A),(,B) Vpe Qae X, Ael
2. das Bodenelement L nie verschwindet

d.h. (p,al),@p,L)VpeQaecX

&tzlll.3.2
Es gibt Sprachen, die kontextfrei, aber nicht deterministisch kontextfrei sind.
Bew.: L ={ab} \{ww|w e {ab}’}

Satz 111.3.3

Es gibt Sprachen, die nicht kontextfrei sind.

Bew.: Li={ww|w e {ab}}
L,={ab"c"|n>0}

[11.4 Die Chomsky Hierarchie
[11.4.1 Definition
Eine Grammatik heif3 ,vom Typ O’, falls ihre Produktionsregeln die Form o = 3 haben fir
afe(Nvy)
Beispiel: aBAbC - bA
a—> AbAb

Eine Grammatik heifdt ,vom Typ 1’ (oder kontext-sensitiv), falls ihre Produktionsregeln die
Form o. > B habenfiraf € (N v %) und |a| < |B]
Beispiel: ABa—> aBBB (erlaubt)
aAbBA > a  (nicht erlaubt)

Eine Grammatik heil3 ,vom Typ 2', falls sie kontextfrei ist.
Eine Grammatik heil3 ,vom Typ 3', falls sie rechtslinear ist.

Satz 111.4.2

Sel G; eine Grammatik vom Typ i, so gibt L(G)) o L(Gi+1) fur 0<i <3 wobel L(G;) die Men-
ge aler Sprachen vom Typ G; ist.

Bemerkungen

- die Tourringmaschinen sind die erkennenden Automaten der Typ-0 Sprachen

- Die einseitig beschréankten Tourringmaschinen (Band hat definierten Anfang) sind die er-
kennenden Automaten der Typ-1 Sprachen

—> esgibt eine Hierarchie der Automaten
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V. Anwendung im Compiler bau
V.1 Grundlagen Compiler

a) Quellprogramm — —> Zielprogramm
l
Fehlermeldungen

b) rohes Quellprogramm

\

Quellprogramm

\

Ziel-Assemblerprogramm

l

verschiebbarer Maschinencode

{
ILoader / Binder

ausfuhrbarer M aschinencode

C) Quellprogramm

lexi kaliscze Analysd

¢

ISymboltabel lenverwaltung 'semantische Analysd Fehlerbehandlung
{

Zwischencodeerzeugung

\ {

ICodeoptimierung

ICodeerzeugung

Zielprogramm

Ein Programm erkennt nicht POSITION, sondern die einzelnen Zeichen P, ,0’, ,S, ...
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V.2 Backus-Naur-Form

Programme werden oft in BNF beschrieben

<stmt> = <if-stmt> | <while-stmt> | <begin-stmt> | <assign-stmt> (1 > | |W | B’ | A)
<if-stmt> ::= if <bool-expr.> then <stmt> else <stmt> (I = iBtSeS)
<while-stmt> ::= while <bool-expr.> do <stmt> (W > wBdS
<begin-stmt> ::=begin <stmt-list> end (B* > bLe)
<stmt-list> 1= <stmt>; <stmt-list> (L->S|SL)
<assign-stmt> ::= <var> := <const> (A>V =0

<bool-expr.> ::= <arith.-expr.> <compare-op.> <arith.-expr.>
<arith.-expr> ::= <var> | <const> | <arith.-expr.> <arith.-op> <arith.-expr.>
<compare-op>:=<|>|<|>]|=|#

<arithoop.> =+ |-|*|/
<const> m=0]1]2]3|4|5|6]|7]8]9
<var> m=alb|c|...|x|y|z

Lief3 man die Ausdriicke in den eckigen Klammern <...> als Nichtterminale und alle fetten
Worte plus die Zeichen als Terminale, so stellt die BNF gerade die Menge der Produkti-
on der Grammatik dar.

IV.3. Scanner - Lexikalische Analyse

Gesucht: Programm, das die Tabelle erzeugt mit
Input: Ein Programm als Folge von Zeichen
Output: Tabelle mit Variablen

Beispid:
WHILE x <y DO BEGIN x := (x+1); y = (y+1); END EOF
Grundfunktion: Read(Zeichen) liest ein Zeichen und setzt den Eingabezeiger eins nach rechts

SchlUsselworte erkennen:
Idee; ein EA, der alle Schllisselworte erkennt

SchlUisselworte sind:
WHILE &(0,B) » ,B", 5(,B",E) > ,BE", 5(,BE",G) > ,BEG" 6(,BEG",|) > ,,BEGI",
8(,BEGI“,N) > ,BEGIN*
DO 5(0,D) » ,D“, 5(,D“,0) > ,,DO"
BEGIN ...
END
IF
THEN
ELSE

+

*

/

¥ IV IAV A
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Umsetzung:

READ(Zeichen);
While Zeichen = EOF Do Begin
Zustand :=Delta(Zustand, Zeichen);
If Zustand e F Then Reserviertes Wort erkannt;
Read(next_Zeichen);
Case (next_Zeichen) of
w Variable gefunden, Tabelleneintrag (~: Leerzeichen)
s Variable gefunden, Tabelleneintrag
S Variable gefunden, Tabelleneintrag
- Variable gefunden, Tabelleneintrag

WA Wort gelesen, Zeichen := next_Zeichen;
2B Wort gelesen, Zeichen := next_Zeichen;

End

mit F = array of String

F[O] =, While"
F[1] =, Else®
Zusammenfassung:
Scanner fuhren die lexikalische Analyse des Programms durch
Zeichen- Token-
strom Scanner strom
CWESSHS A L S 2> While
1] :H ’“ :H 9 ::
L\l e > id und Eintrag in Symboltabelle

Gesucht: Ein Programm zum Scannen mit
Input: Ein Programm als Textfile
Output: Tokenfolge mit Symboltabelle

IDEE: 1. NEA zum Erkennen der reservierten Worter
2. Erweitern mit Look-Ahaed und Generierung der Symboltabellen
3. Umsetzung in (Pseudo-)Code mit
i) Realisierung der Zustandsiibergange
ii) grofes CA SE-Statement
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V.4 Parser - Syntaxanalyse

Ein Parser fiihrt syntxgesteuerte Ubersetzung aus. Hauptaufgabe ist es, zu erkennen, ob ein
Programm syntaktisch korrekt ist (d.h. w € L(G). Ist dies nicht der Fall, missen fehlerhafte
Teile angezeigt werden. Falls das Programm syntaktisch korrekt ist, kann zur Codeerzeugung

Ubergegangen werden.
Token-
strom Parser

Gesucht: Ein Programm zum Parsen mit
Input: Programm als Tokenfile
Output: Syntaxtbaum, ggf. Fehler

Syntaxbaum (Ableitungs-
baum) / Fehlermeldung

IDEE: Kellerautomat mit impliziten Aufbau des Syntaxbaums

Konstruktion fur:
E-> (EBE|(UE)|C|V
Bo>Al|lvi=|e
Ueﬁ
C>1|T
V->P|Q|R]..

(PvQ AR) v (QA (=P))

Beschreibung des KA, der boolsche Ausdriicke parst:

READ(Token)

CASE Token OF

: PUSH(,(*)

: PUSH(,A%)

: PUSH(,v")

: PUSH(,—")

: PUSH(T.Symboltab[P])
: PUSH(T.Symboltab[Q])
: PUSH(T.Symboltab[R])
: REDUCE

~XVOTVI <>

END

REDUCE:
Alloziiere Platz fir Baumerweiterungen
POP(Token)
IF (Token = T) THEN WRITE(ERROR)
ELSE Syntaxbaum.rechts := Token
POP(Token)
IF (Token ¢ {A, v, =, <, =) then WRITE(ERROR)
ELSE Syntaxbaum.root := Token
IF (Token = —) THEN

POP(Token)

IF (Token = T) THEN WRITE(ERROR)

ELSE Syntaxbaum Syntaxbaum.links :=Token
ELSE POP(Token)
IF (Token = ,(*) THEN WRITE(ERROR)
PUSH(T.root)
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V. Effiziente Par ser

Prinzipiell wird in Bottom-Up Parser und Top-Down Parser unterschieden
Bottom-Up Parser bauen den Syntaxbaum von den Bléttern zur Wurzel auf (siehe IV.4)
- typische Vertreter: LR(1)-Parser
L Left toright Abarbeitung
R Reproduktion von Rechtsableitungen
1 1 Zeichen Look-ahaed

- Problem: Erkennen der richtigen rechten Seite der Regel
Bsp.:. S-> aABe

A > Abc|b
B->d
abbcde A->b
aAbcde A - Abc
aAde B->d
aABe S-> aABe
S
Allgemein: N *
S > o0Aw
o G
1
pe S > alw
G
ZBN wWey

Der Syntaxbaum stellt die aktuelle Satzform dar (gemal3 einer Rechtsableitung). B heil3t
»Handle". Kennt man diesen Handle, so kann man reduzieren. Aber man muf3 sich auch
noch a merken.

Idee: Erweitere die Grammatik A - o.f3,a bedeutet: habe o gelesen und aist der néchste

Buchstabein w

A - o.,a bedeutet: habe o komplett gelesen und kann
reduzieren fals a der néchste Buch-
stabeist

Top-Down Parser bauen den Syntaxbaum von der Wurzel zu den Bléttern auf. Steuerung
durch eine Parser-Tabelle
- typische Vertreter: LL(1)-Parser
L Lefttoright Parser
L Reproduktion von Linksableitungen
1 1 Zeichen Look-ahaed

- Bsp.: S IEtS If <expr> then <stmt>
S - IEtSeS if <expr>then <stmt> else <stmt>
S—>a
E->b

if bthenif bthenaesea : ibtibtaea
- Mehrdeutig!
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L 6sungsansatz:

Linksfaktorisierung:

S->EtSS |a
S >eS|e
E>b

Manche Mehrdeutigkeiten kénnen dadurch aufgel 6st werden. Hier ist es aller-
dings nicht der Fall. Aber man muss die Entscheidung, wann eine Regel an-
gewendet wird, erst ,,in letzter Minute* treffen.

Im Algorithmus wird eine Parse-Tabelle benutzt:

N |a b e i t $

S |S>a S iEtSS

S S 2>eS S 2>¢
S 2>¢

E E->Db

- Doppeleintrage sind ein Zeichen, dass die Grammatik nicht LL(1) ist.
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